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▲✐st ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✶✶✻
▲✐st ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✶✾
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✷✶

❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✧▲✬❤✉♠❛✐♥ ❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r
❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✐t✳ ▲✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ❛✉ ❝♦♥✲
tr❛✐r❡✱ ❡①é❝✉t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st
é❝r✐t✳ ❙✐ ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✱ ✐❧ ②
❛ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ q✉✐ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s êtr❡ ❧à ✭❡rr❡✉r ❤✉✲
♠❛✐♥❡✮✱ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ✈❛ ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❱♦✐❧à
❧❡ ❜✉❣✳ ❯♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ t✐r❡r ❧❡s ❝♦♥✲
séq✉❡♥❝❡s ❞❡ s❡s ❛❝t✐♦♥s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐❛r❞s ❞✬✐♥✲
str✉❝t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡❝✐ ❡st ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈❛
❢❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ✈❛ ❡①é❝✉t❡r ❞❡s ♠✐❧❧✐❛r❞s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✳✧ ✕
●ér❛r❞ ❇❡rr②
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✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡
◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥s ❥❛♠❛✐s ♥♦✉s ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡s ✈✉❧♥ér❛❜✐❧✐tés✳ ▲❡s ✈✉❧♥ér❛❜✐❧✲
✐tés s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❜✉❣s ✶✱ ❡t ♥♦✉s ❛✉r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❜✉❣s✱ ❝❛r ❧❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s êtr❡s ❤✉♠❛✐♥s✳ ❖r ❧❡s êtr❡s ❤✉♠❛✐♥s
❢❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❡rr❡✉rs✱ ❞♦♥❝✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✷✳
❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥✉✐r❡ à s♦♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s
❡①trê♠❡♠❡♥t ❣r❛✈❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ♠❡♥❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❤✉♠❛✐♥✳
➚ ♣r♦♣♦s ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ●ér❛r❞
❇❡rr② ✸ ❞✐t ✿ ✧▲✬❤✉♠❛✐♥ ❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
✶✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❡rr❡✉r✱ ❜✉❣ ❡t ❢❛✉t❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✳
✷✳ ❏❡ ❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❤✐st♦✐r❡s ré❝❡♥t❡s ❞❡ ❜✉❣s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐✸s✳✉♥✐❝❡✳
❢r✴⑦❜❡❦❦♦✉❝❤✴❇✉❣❴st♦r✐❡s✳❤t♠❧
✸✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝♦❧❧❡❣❡✲❞❡✲❢r❛♥❝❡✳❢r✴s✐t❡✴❣❡r❛r❞✲❜❡rr②✴
✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✐t✳ ▲✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❡①é❝✉t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡
q✉✐ ❡st é❝r✐t✳ ❙✐ ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✱ ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ q✉✐ ♥❡
❞❡✈r❛✐t ♣❛s êtr❡ ❧à ✭❡rr❡✉r ❤✉♠❛✐♥❡✮✱ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ✈❛ ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❱♦✐❧à ❧❡
❜✉❣✳ ❯♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ t✐r❡r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ s❡s ❛❝t✐♦♥s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❞❡ ♠✐❧❧✐❛r❞s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡❝✐ ❡st ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈❛ ❢❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ✈❛
❡①é❝✉t❡r ❞❡s ♠✐❧❧✐❛r❞s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✳✧ ❈♦♥séq✉❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ✭❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✮ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✳ P♦✉r ❧❡ ❞é❜♦❣❛❣❡✱ ❧❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡s ❡rr❡✉rs ✭❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✮ ❀ ♣✉✐s tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❡s ✜①❡r ✭❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs✮ ❬❲♦♥❣ ✷✵✶✵❪✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡st ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✉❣s✳
❉❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s✱ ❧❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❧❛ ♣❧✉s ❞✐✣✲
❝✐❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡st ❧✬ét❛♣❡ q✉✐ ❝♦ût❡ ❧❡ ♣❧✉s s✉r ❧❡s tr♦✐s ❛s♣❡❝ts
❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ✿ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ 95% ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❞é❜♦✲
❣❛❣❡ ❬P❛✉❧ ✷✵✶✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ❡st ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭P ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs✮✱ ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡
tr❛❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥tés✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❛ été tr♦✉✈é ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ q✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥✳
✶✳✷ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s✲
♣❡❝t❡s ❬❲♦♥❣ ✷✵✵✾❛❪ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❛ é❝❤♦✉é✱ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❊♥ ❇▼❈ ✭❇♦✉♥❞❡❞
▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✮✱ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈✐♦❧é❡ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧✬✐♥str✉❝✲
t✐♦♥ s✉s♣❡❝té❡✳ ❊♥ t❡st✱ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉s♣❡❝té❡ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❞❛♥s ❧❡s t❡sts ❡rr♦♥és✱
❡❧❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦♥❢♦r♠❡ ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞❡ s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✐t ❡rr♦♥é✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❢♦✉✐❧❧❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞é❝♦✉✈r✐r ❝♦♠♠❡♥t ❡t ♦ù ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡
❝♦❞❡ s♦✉r❝❡✳ ❋❛❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡t ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❡①♣ér✐✲
♠❡♥té✱ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ❢❛✐t à ❧❛ ♠❛✐♥✳ ❈❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣❡✉t êtr❡ ♠❡♥é❡ à ❜✐❡♥ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✉t♦♠❛t✐sé❡s ❛✈❛♥❝é❡s q✉✐
✐♠♣♦s❡♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡✛♦rt ♣♦✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs ❛✜♥ ❞❡ r❡♣ér❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs
♣r♦❜❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ré❞✉✐t ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s
q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ❝❛✉s❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
✶✳✸✳ ❆♣❡rç✉ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✸
✶✳✸ ❆♣❡rç✉ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❬❇❡❦❦♦✉❝❤❡ ✷✵✶✹✱
❇❡❦❦♦✉❝❤❡ ✷✵✶✺❜❪ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❡①♣❧♦r❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❈❋● ✭❈♦♥tr♦❧
❋❧♦✇ ●r❛♣❤✮ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❛❧❝✉❧❡
❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞♦♥t ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧❛
❝♦♥❢♦r♠✐té ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥✲
s✐❞éré✳
◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❈❋● ♦ù ❛✉ ♣❧✉s ❦
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❡rr❡✉rs✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❝❛❧✲
❝✉❧♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛✉❣♠❡♥tés ❞❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡t
❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭▼❈❙ ✲ ▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
❙✉❜s❡t✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡✳ ▲❡ r❡tr❛✐t ❞✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ▼❙❙ ✭▼❛①✐✲
♠❛❧ ❙❛t✐s✜❛❜❧❡ ❙✉❜s❡t✮ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té
♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▲✐✣t♦♥ ❡t ❙❛❦❛❧❧❛❤ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡r✲
r♦♥é q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t s❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈✐♦❧é❡✱ ❡t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
❢♦✉r♥✐ ♣❛r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❇▼❈ ✭❇♦✉♥❞❡❞ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ s❡s ❡rr❡✉rs✳
✶✳✹ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
✈❡rs ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥ ❈❙P
✭❈♦♥str❛✐♥t ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✮ ❡st ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✳ ▲❡ ❈❙P r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✈✐♦❧é❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧é
♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ▼❈❙ ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙✉❜s❡t✮ ♦✉ ▼❯❙ ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❯♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❙✉❜✲
s❡t✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ t❡st❡r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❈❙P s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
◆P✲❈♦♠♣❧❡t ✭✐♥tr❛✐t❛❜❧❡✮ ✹✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P✳
❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡✱ q✉✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❈❙P ❡st ❛✉ss✐ ❞✉r✱ ✈♦✐r❡ ♣❧✉s ✭♦♥
♣❡✉t ❝❧❛ss❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ◆P✲❉✐✣❝✐❧❡✮✳ ❇✉❣❆ss✐st ❬❏♦s❡ ✷✵✶✶❝✱ ❏♦s❡ ✷✵✶✶❛❪
❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♣♦✉r ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ▼❈❙s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❇♦♦❧é❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❡♥t✐❡r ❛✈❡❝
❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❊❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✉ss✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❇✉❣❆ss✐st ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✹✳ ❙✐ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❈♦♠♣❧❡t
❧❡ s❡r❛✐❡♥t ❛✉ss✐✳
✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✯ ◆♦✉s ♥❡ tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ♣❛s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❈❋● ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❝♦❧❧❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞ér✐✈és ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬❛✉ ♣❧✉s k ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡
❝♦♥t❡♥✐r ❧❡s ❡rr❡✉rs✳
✯ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ▼❈❙s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❞é✈✐és ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❀
✯ ◆♦✉s ♥❡ tr❛❞✉✐s♦♥s ♣❛s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❙❆❚✱
♠❛✐s ♣❧✉tôt ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ❞❡s
s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❀
✯ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ▼❛①❙❆❚ ❝♦♠♠❡ ❜♦ît❡s ♥♦✐r❡s✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s ♣❛r ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✯ ◆♦✉s ❜♦r♥♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ▼❈❙s ❣é♥érés ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s✳
✯ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✈❡✉rs ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❡t ♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧✉✐ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✉ ❈❙P ❝♦♥str✉✐t✳
❊①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ❈❙P ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞ét❡❝té ❡st ❞✉ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛♣♣❡❧ à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ▼■P ✭▼✐①❡❞ ■♥t❡❣❡r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ❀ s✬✐❧ ❡st
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❈P ✭❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ♦✉ ❛✉ss✐
▼■◆▲P ✭▼✐①❡❞ ■♥t❡❣❡r ◆♦♥❧✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✳
✶✳✺ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ▼❛♥✉s❝r✐t
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ♣❛rt✐❡s ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ✻ ❝❤❛♣✐tr❡s✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♥♦tr❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❀ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❀ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥
❛♣❡rç✉ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ■ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣❛r❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ t❡st ❡t ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝♦♥s✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à
r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❡♥
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❛✐❞❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
à ❞❡❜✉❣❣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■ ❡st ❞é❞✐é❡ à ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts
✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❈P ♣♦✉r
❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
❛ été tr♦✉✈é ❀ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡rr♦♥é❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r
✶✳✺✳ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ▼❛♥✉s❝r✐t ✺
❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❜✉❣ ❖✛✲❜②✲♦♥❡ ✺✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■■ ♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳ ❊❧❧❡
❞é❝r✐t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❏❆❱❆✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦tr❡
ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❡t ré❛❧✐st❡s✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❇✉❣❆ss✐st✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■■ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ ❝❧ôt✉r❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❡t ♥♦s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✱ ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
✺✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s✬✐tèr❡ tr♦♣ ♦✉ tr♦♣ ♣❡✉✳

Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❛ss❡♠❜❧❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐ ♦♥t été
♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
❡♥ t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❝❛✉s❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡t ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❀ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ à ♣rés❡♥t❡r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡s ▼❈❙s ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙✉❜s❡ts✮ ❡t
▼❯❙s ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❯♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❙✉❜s❡ts✮✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ r❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡
❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❝❡s
❝♦♥❝❡♣ts s♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ r❡st❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷
▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ t❡st ❡t
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
✧❏❡ ♥❡ ❝r❛✐♥s ♣❛s à ❧❛ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✲
✜❝✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❙t❡♣❤❡♥ ❍❛✇❦✐♥❣✱ ❇✐❧❧ ●❛t❡s ❡t ❊❧♦♥
▼✉s❦ ❀ ❝❡ q✉✐ ♠❡ ❢❛✐t ♣❡✉r ❡st ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❢r❛❣✐❧❡ s✉r
❧❡q✉❡❧ r❡♣♦s❡ ❧❛ s♦❝✐été✳✧ ✕ ●r❛❞② ❇♦♦❝❤
❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✷ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ t❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✹ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❜✉❣s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✉ ❜✉❣✳
P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♠❡♥és ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♠♣ér❛t✐❢✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❝♦♠♠✉♥❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s
❡♥ t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣r♦♣♦sé❡s ❡♥ t❡st✱ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡♥ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✳
✷✳✷ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ t❡st
❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣✐❧♦té ♣❛r ❧❡s t❡sts ❬●♦t❧✐❡❜ ✶✾✾✽❪✱ ❧❡s t❡sts ✉♥✐✲
t❛✐r❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡ t❡sts
✶✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥
t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❬❳✉❛♥ ✷✵✶✹❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❧♦✲
❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ t❡st ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿
❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ✭❞✐t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✮ ❡t ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ✭❞✐t❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✮✳
P♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡
❜✉❣✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❝♦r✲
r❡❝t❡s ❡t ❡rr♦♥é❡s✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡st T ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡rr♦♥é P
❡t ✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st t ❞❛♥s T ✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ss♦❝✐❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡ t ✿
✕ ♣❛ss ✭♥♦té❡ P ✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ t s✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❀
✕ ❢❛✐❧ ✭♥♦té❡ F ✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ t s✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳
▲❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉✈❡rt ♣♦✉r t r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡①é❝✉té❡s✳ P♦✉r ❧♦✲
❝❛❧✐s❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❜❛s❡ ❞❡ t❡sts ❛✉t♦♠❛t✐sés✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈✲
❛♥t❡s s♦♥t ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿
✕ ef ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❡①é❝✉t❛♥t ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ tr❛✐té❡ q✉✐ ♦♥t é❝❤♦✉é ❀
✕ ep ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❡①é❝✉t❛♥t ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ tr❛✐té❡ q✉✐ ♦♥t ré✉ss✐ ❀
✕ nf ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ♥✬❡①é❝✉t❛♥t ♣❛s ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ tr❛✐té❡ q✉✐ ♦♥t é❝❤♦✉é ❀
✕ np ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ♥✬❡①é❝✉t❛♥t ♣❛s ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ tr❛✐té❡ q✉✐ ♦♥t ré✉ss✐✳
✶ ✈♦✐❞ ♠✐❞ ✭ ✐ ♥ t ❛ ✱ ✐ ♥ t ❜ ✱ ✐ ♥ t ❝ ✮ ④
✷ ✐ ♥ t ♠❀
✸ ♠❂❝ ❀
✹ ✐ ❢ ✭❜❁❝ ✮ ④
✺ ✐ ❢ ✭ ❛❁❜✮ ④
✻ ♠❂❜ ❀
✼ ⑥
✽ ❡ ❧ s ❡ ✐ ❢ ✭ ❛❁❝ ✮ ④
✾ ♠❂❜ ❀ ✴✴ ❡r r♦r ✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❂❛ ❀
✶✵ ⑥
✶✶ ⑥
✶✷ ❡ ❧ s ❡ ④
✶✸ ✐ ❢ ✭ ❛❃❜✮ ④
✶✹ ♠❂❜ ❀
✶✺ ⑥
✶✻ ❡ ❧ s ❡ ✐ ❢ ✭ ❛❃❝ ✮ ④
✶✼ ♠❂❛ ❀
✶✽ ⑥
✶✾ ⑥
✷✵ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐❞
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ s✐♠♣❧❡ ✭✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✱ ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡st✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭♥♦♠♠é
▼✐❞✮ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬❏♦♥❡s ✷✵✵✺❪ ♣r❡♥❞ tr♦✐s ❡♥t✐❡rs ✭a✱ b✱ c✮ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ♠é❞✐❛♥❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✾✱ ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡✲
✈r❛✐t s❡ ❧✐r❡ ✧m = a✧✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡ t❡sts ✉t✐❧✐sés s♦♥t t1 = {a = 3, b = 3, c = 5}✱
t2 = {a = 1, b = 2, c = 3}✱ t3 = {a = 3, b = 2, c = 1}✱ t4 = {a = 5, b = 5, c = 5}✱
t5 = {a = 5, b = 3, c = 4}✱ t6 = {a = 2, b = 1, c = 3}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧✲
❧❡❝té❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐❞✱ s♦♥t ❛✣❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✶✳
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✺ ❡st ❡①é❝✉té❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛s ❞❡ t❡sts t1✱ t2✱ t5✱ t6✳ ■❧ ② ❛
✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st q✉✐ ❛ é❝❤♦✉é ✭ef ✮✱ tr♦✐s ♦♥t ré✉ss✐ ✭ep✮✱ ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ❞❡ t❡st é❝❤♦✉é ❛
❡①é❝✉té ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✭nf ✮ ❡t ❞❡✉① t❡sts ré✉ss✐s ♥✬❡①é❝✉t❡♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ✭np✮✳
✷✳✷✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ t❡st ✶✶
t1 t2 t3 t4 t5 t6 ef ep nf np
▲✐❣♥❡ ✸ X X X X X X 1 5 0 0
▲✐❣♥❡ ✹ X X X X X X 1 5 0 0
▲✐❣♥❡ ✺ X X X X 1 3 0 2
▲✐❣♥❡ ✻ X 0 1 1 4
▲✐❣♥❡ ✽ X X X 1 2 0 3
▲✐❣♥❡ ✾ X X 1 1 0 4
▲✐❣♥❡ ✶✸ X X 0 2 1 3
▲✐❣♥❡ ✶✹ X X 0 2 1 3
▲✐❣♥❡ ✶✻ X 0 1 1 4
▲✐❣♥❡ ✶✼ X 0 1 1 4
❘és✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts P P P P P F
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ t❡st✳
❚❛r❛♥t✉❧❛ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥
t❡st✱ ❧❡ ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡ ❡st ❚❛r❛♥t✉❧❛ ❬❏♦♥❡s ✷✵✵✶✱ ❏♦♥❡s ✷✵✵✷❪✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❧♦r❡r ❧❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡st ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡rr♦♥é✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦❧♦r❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✿
✕ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡①é❝✉té❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❢❛✉ss❡s s♦♥t ❝♦❧✲
♦ré❡s ❡♥ r♦✉❣❡ ❀
✕ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡①é❝✉té❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s s♦♥t ❝♦❧✲
♦ré❡s ❡♥ ✈❡rt ❀
✕ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦❧♦ré❡s ❡♥ ❥❛✉♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t ❡①é❝✉té❡s
❞✉r❛♥t ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ❡t ❢❛✉ss❡s✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✐❞❡s ✉t✐❧❡s ❛✉ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡✉r s✉r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡rr♦♥é✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❛s✲
s✐st❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞❛♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❚❛r❛♥t✉❧❛
♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ♥♦♥✲❞✐s❝r❡t ✭❝♦♥t✐♥✉✮ ♣♦✉r ❝♦❧♦r❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❛r✲
t✐❝✐♣❡♥t ❛✉① ❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ❡t ❢❛✉ss❡s✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❡♠♣❧♦②é ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✿
✕ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ✈❡rt❡s s✐ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s
❝♦✉✈r❛♥t ❝❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é ❀
✕ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s r♦✉❣❡s s✐ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❢❛✉ss❡s ❝♦✉✲
✈r❛♥t ❝❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é ❀
✕ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❥❛✉♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s
❝♦rr❡❝t❡s ❡t ❢❛✉ss❡s ❝♦✉✈r❛♥t ❝❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t à ♣❡✉ ♣rès é❣❛❧❡s✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❞❛♥❣❡r ✭❛✈❡❝ ✉♥
❞❡❣ré ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ é❧❡✈é✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉✲
✶✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥
t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
✈❡rt❡s ♣❛r ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❢❛✉ss❡s✳ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❞❡s
❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s s♦♥t ♣❧✉s sûr❡s ❡t ♦♥t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡s ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ♣❛r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ❡t ❢❛✉ss❡s s♦♥t ♣❧✉s✲♦✉✲♠♦✐♥s
♥❡✉tr❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❚❛r❛♥t✉❧❛ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❞✉ r♦✉❣❡ ❛✉ ❥❛✉♥❡ ♣♦✉r ❝♦❧♦r❡r ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✉s
t❡st✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ s✱ ✭♥♦té ❤✉❡✭s✮✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
hue(s) =
ep(s)
totalpassed
ep(s)
totalpassed +
ef (s)
totalfailed
✭✷✳✶✮
❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ✿ ep(s) ❡t ef (s) r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
t❡sts ré✉ss✐s ❡t é❝❤♦✉és ❡①é❝✉t❛♥t ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ s✱ totalpassed ❡t totalfailed s♦♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ t❡sts ré✉ss✐s ❡t é❝❤♦✉és✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s
s❛♥s ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬❏♦♥❡s ✷✵✵✺❪✳ hue(s) ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s r❡t♦✉r♥é hue(s) ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ✿
0 ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r q✉❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s s✉s♣❡❝t❡✱ 1 ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
❛ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉s♣✐❝✐♦♥✮✱ ❚❛r❛♥t✉❧❛ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
suspiciousness(s) = 1− hue(s) =
ef (s)
totalfailed
ep(s)
totalpassed +
ef (s)
totalfailed
✭✷✳✷✮
❚❛r❛♥t✉❧❛ ♦r❞♦♥♥❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧és à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐❞ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐① ❝❛s ❞❡ t❡st✱ ❧✬✐♥✲
str✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✾ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞♦✐t ✐♥s♣❡❝t❡r
❛✈❡❝ ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ 0, 83 ✭suspiciousness(❧✐❣♥❡ ✾) = 0, 83✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡
s❝♦r❡ ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❡t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐❞✳
❍
❍
❍
❍
❍
❍
▲✐❣♥❡
✸ ✹ ✺ ✻ ✽ ✾ ✶✸ ✶✹ ✶✻ ✶✼
❙❝♦r❡ ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ 0.5 0.5 0.63 0.0 0.71 0.83 0.0 0.0 0.0 0.0
❘❛♥❣ 7 7 3 13 2 1 13 13 13 13
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❡t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
▼✐❞ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ❬❏♦♥❡s ✷✵✵✺❪✳
P✐♥♣♦✐♥t P✐♥♣♦✐♥t ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✷❪ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞✬❡rr❡✉rs
❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❏✷❊❊✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❞❡ ✧t❤❡ ❘❡❝♦✈✲
❡r② ❖r✐❡♥t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❘❖❈✮✧ ❬P❛tt❡rs♦♥ ✷✵✵✷❪✱ ❡t ❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❣r❛♥❞s s❡r✈✐❝❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬■♥t❡r♥❡t ✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❲❡❜✲♠❛✐❧ ❡t ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
P✐♥♣♦✐♥t s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ tr❛❝❡ ❧❡s
✷✳✷✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ t❡st ✶✸
❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts✱ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
tr❛✜❝ r❡♥✐✢❡✉rs ✭tr❛✣❝✲s♥✐✣♥❣✮ ❡t ♠✐❞❞❧❡✇❛r❡✱ ❡t ✉♥ ♠♦t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♦✉ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡
à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❜✉❣ ❞❛♥s ❧❡s tr❛❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ P✐♥♣♦✐♥t ❛ été é✈❛❧✉é ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s ❡r✲
r❡✉rs ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❏❛✈❛ P❡t❙t♦r❡ ✭❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❏✷❊❊✮ s✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s✳ P✐♥♣♦✐♥t ❛rr✐✈❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
❞é❢❡❝t✉❡✉① ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ♣r♦❞✉✐t ♣❡✉ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ✭❢❛❧s❡✲♣♦s✐t✐✈❡s✮✳
❉❡❧t❛ ❉❡❜✉❣❣✐♥❣ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ t❡st é❝❤♦✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠❛rr❡r ❧❡ ❞é❜♦✲
❣❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡✱ ❝❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t s♦✉✈❡♥t
tr♦♣ ❞✬ét❛♣❡s q✉✐ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❡❧t❛ ❉❡❜✉❣❣✐♥❣ ❞❡ ❆♥❞r❡❛s
❩❡❧❧❡r ❬❩❡❧❧❡r ✷✵✵✷❪ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ t❡st ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❡t ✐s♦❧❡r ❧✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡
tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡
t❡st ❡rr♦♥és à ✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st ♠✐♥✐♠❛❧ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ♣♦✉r ré❣♥❡r✳ ■❧ ❛rrêt❡ q✉❛♥❞ ✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ❛t✲
t❡✐♥t✱ ♦ù ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡ ❡♥t✐té ❞✬❡♥tré❡ ❝♦rr✐❣❡ ❧✬é❝❤❡❝✳ ▲✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡
à tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡rr♦♥é ❡t ❝♦rr❡❝t✳
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✈♦②♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✶ q✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◗✉✐❝❦s♦rt ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✷✳✷✮ ❡t ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❡st s✉✐✈❛♥t ✿
{4, 12, 9, 14, 3, 10, 17, 11, 8, 7, 4, 1, 6, 19, 5, 21, 2, 3}✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉r ❝❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡st ✿ {1, 3, 2,✺, 3, 4, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 17, 19, 21}
q✉✐ ❡st ❢❛✉ss❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡ t❡st ❛ é❝❤♦✉é✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ❜✉❣✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ❧❛
tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛s ❞❡ t❡st✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✻✼✵✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à s✉✐✈r❡✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡s ét❛♣❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❡❧t❛ ❉❡❜✉❣❣✐♥❣
♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ tr❛❝❡ ✿
✶✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉①✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
{4, 12, 9, 14, 3, 10, 17, 11, 8}✱ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ✿ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❡st {3, 12, 4, 8, 9, 10, 11, 14, 17}✳
✷✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥tré❡ ❡st {4, 12, 9, 14} ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✿
{4, 9, 12, 14}✳
✸✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡ss❛②❡ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é ✿ {3, 10, 17, 11, 8}✳
▲❛ s♦rt✐❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦rr❡❝t❡✳
✹✳ ❊♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✭✶✮✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❡st s✉✐✈❛♥t {4, 12, 9, 14, 3, 10, 17}✳ ■❧ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ s♦rt✐❡
❡rr♦♥é❡✳
✺✳ ❆rrêt ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❡❧t❛ ❉❡❜✉❣❣✐♥❣ tr♦✉✈❡
✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♦ù ❡♥❧❡✈❡r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✬❡♥tré❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡
s♦rt✐❡ ❝♦rr❡❝t❡✳ P♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞❡ t❡st✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✶✾✷✱
❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✸✵✪ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳
✶✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❧✐❡♥ ✿ ❤tt♣s✿✴✴❞③♦♥❡✳❝♦♠✴❛rt✐❝❧❡s✴
❞❡❜✉❣❣✐♥❣✲st❡♣✲st❡♣✲❞❡❧t❛
✶✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥
t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
✶ ♣✉❜ ❧ ✐ ❝ ❝ ❧ ❛ s s ◗✉✐❝❦❙♦rt
✷ ④
✸ ♣✉❜ ❧ ✐ ❝ s t ❛ t ✐ ❝ ✈♦✐❞ q✉ ✐ ❝❦ s♦ r t ✭ ✐ ♥ t ♥✉♠❜❡rs ❬ ❪ ✱ ✐ ♥ t ❧♦✇ ✱ ✐ ♥ t ❤✐❣❤ ✮ ④
✹ ✐ ♥ t ✐ ❂ ❧♦✇ ✱ ❥ ❂ ❤✐❣❤ ❀
✺ ✴✴ ●❡t t❤❡ ♣ ✐✈♦t ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦ ❢ t❤❡ ❧ ✐ s t
✻ ✐ ♥ t ♣ ✐✈♦t ❂ ♥✉♠❜❡rs ❬ ❧♦✇ ✰ ✭ ❤✐❣❤−❧♦✇ ✮ ✴ ✷ ❪ ❀
✼
✽ ✴✴ ❉✐✈✐❞❡ ✐♥ t♦ t✇♦ ❧ ✐ s t s
✾ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ✐ ❁❂ ❥ ✮ ④
✶✵ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ♥✉♠❜❡rs ❬ ✐ ❪ ❁ ♣✐✈♦t ✮ ④
✶✶ ✐✰✰❀
✶✷ ⑥
✶✸ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ♥✉♠❜❡rs ❬ ❥ ❪ ❃ ♣✐✈♦t ✮ ④
✶✹ ❥−−❀
✶✺ ⑥
✶✻ ✐ ❢ ✭ ✐ ❁❂ ❥ ✮ ④
✶✼ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭ ♥✉♠❜❡rs ✱ ✐ ✱ ❥ ✮ ❀
✶✽ ⑥
✶✾ ✐✰✰❀
✷✵ ❥−−❀
✷✶ ⑥
✷✷ ✴✴ ❘❡❝✉rs ✐♦♥
✷✸ ✐ ❢ ✭ ❧♦✇ ❁ ❥ ✮
✷✹ q✉ ✐ ❝❦ s♦ r t ✭ ♥✉♠❜❡rs ✱ ❧♦✇ ✱ ❥ ✮ ❀ ✴✴ ❧♦✇
✷✺ ✐ ❢ ✭ ✐ ❁ ❤✐❣❤ ✮
✷✻ q✉ ✐ ❝❦ s♦ r t ✭ ♥✉♠❜❡rs ✱ ✐ ✱ ❤✐❣❤ ✮ ❀
✷✼ ⑥
✷✽
✷✾ ♣r ✐ ✈❛ t ❡ s t ❛ t ✐ ❝ ✈♦✐❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭ ✐ ♥ t ♥✉♠❜❡rs ❬ ❪ ✱ ✐ ♥ t ✐ ✱ ✐ ♥ t ❥ ✮ ④
✸✵ ✐ ♥ t t❡♠♣ ❂ ♥✉♠❜❡rs ❬ ✐ ❪ ❀
✸✶ ♥✉♠❜❡rs ❬ ✐ ❪ ❂ ♥✉♠❜❡rs ❬ ❥ ❪ ❀
✸✷ ♥✉♠❜❡rs ❬ ❥ ❪ ❂ t❡♠♣ ❀
✸✸ ✐ ♥ t ❦ ❂ ✶ ❀
✸✹ ⑥
✸✺
✸✻ ♣✉❜ ❧ ✐ ❝ s t ❛ t ✐ ❝ ✈♦✐❞ ♠❛✐♥ ✭ ❙t r ✐♥❣ ❛r❣✈ ❬ ❪ ✮
✸✼ ④
✸✽ ✐♥ t ❆ ❬ ❪ ❂ ④✹ ✱ ✶✷ ✱ ✾ ✱ ✶✹ ✱ ✸ ✱ ✶✵ ✱ ✶✼ ✱ ✶✶ ✱ ✽ ✱ ✼ ✱ ✹ ✱ ✶ ✱ ✻ ✱ ✶✾ ✱ ✺ ✱ ✷✶ ✱ ✷ ✱ ✸⑥ ❀
✸✾
✹✵ ✴✴ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❢ ❛ ✐ ❧ ✉ r ❡−✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥♣✉t
✹✶ ✴✴ ✐♥ t ❆ ❬ ❪ ❂ ④✸ ✱ ✺ ✱ ✷ ✱ ✸⑥ ❀
✹✷
✹✸ q✉ ✐ ❝❦ s♦ r t ✭❆✱ ✵ ✱ ❆✳ ❧ ❡♥❣t❤ − ✶✮ ❀
✹✹
✹✺ ❢ ♦ r ✭ ✐ ♥ t ✐❂✵ ❀ ✐ ❁ ❆✳ ❧ ❡♥❣t❤ ❀ ✐✰✰✮ ❙②st❡♠ ✳ ♦✉t ✳ ♣ r ✐♥ t ✭❆❬ ✐ ❪ ✰ ✧ ✧ ✮ ❀
✹✻ ❙②st❡♠ ✳ ♦✉t ✳ ♣ r ✐ ♥ t ❧ ♥ ✭ ✮ ❀
✹✼ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ◗✉✐❝❦s♦rt ❛✈❡❝ ❜✉❣
❲❍■❚❍❊❘ ❘❡♥✐❡r✐s ❡t ❘❡✐ss ❬❘❡♥✐❡r✐s ✷✵✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s sér✐❡s ❞❡ t❡sts ❝♦rr❡❝t❡s ❡t ❞❡s sér✐❡s ❡rr♦♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡rr♦♥é ❡t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ❝♦rr❡❝ts✳ ■❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡
s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ❝♦rr❡❝t q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❛✉ ❝❛s ❞❡
t❡st ❡rr♦♥é✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ t❡st✱ ❡t ♣r♦❞✉✐t
✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣❛rt✐❡s ✧s✉s♣❡❝t❡s✧ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧✬♦✉t✐❧
❲❍■❚❍❊❘ q✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❝❛s
❞❡ t❡sts ✉t✐❧✐sés✳
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▲✐❜❧✐t ❡t ❛❧✳ ▲✐❜❧✐t ❡t ❛❧✳ ❬▲✐❜❧✐t ✷✵✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞é❜♦❣❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✉❣s ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❡♥t✐tés ❡①é❝✉té❡s ✭❧✐❣♥❡s✱ ❜❧♦❝s✱
❝❧❛ss❡s✱ ✳✳✳✮✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❜✉❣s ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡
❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts q✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✈❡❝ ❞❡s ❜✉❣s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳ ❈❡s ♣ré❞✐❝❛ts ré✈è❧❡♥t à ❧❛
✷✳✷✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ t❡st ✶✺
❢♦✐s ❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❜✉❣s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐s❡r ❧❡s ❡✛♦rts ❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡✳
❙♦✐t B ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❜✉❣✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❜✉❣ ✭♥♦té β✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s ❢❛✉t✐✈❡s q✉✐ ♣❛rt❛❣❡♥t B ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝✳ ❯♥ ♣ré❞✐❝❛t P ❡st
✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❜✉❣ B s✐ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s R(P ) = 1 ✷ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡
q✉❡ R ∈ β✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✉♥ ♣❡t✐t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t♦✉s ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥str✉♠❡♥tés P ✱ t❡❧ q✉❡ S ❛ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❜✉❣s✳ P♦✉r
✜♥✐r✱ ❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❛♥s S ❞✉ ♣❧✉s ❛✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
♠étr✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr✐❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡s t❡sts ❡rr♦♥és✳
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❡rr♦♥é❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ♣r♦❝è❞❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡rr♦♥é ❛✈❡❝ ✉♥
❝❛s ❞❡ t❡st ré✉ss✐✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✐❝✐ ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré✉ss✐❡ ♣♦✉r
✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬●✉♦ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ✢♦ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥
❡rr♦♥é❡ pif ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ré✉ss✐s S✱ ✐❧s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡s pis ❞❡ ❝❛s ❞❡
t❡st ré✉ss✐s ❞❡ S ❞♦♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ à pif ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
♠étr✐q✉❡✳ ❯♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❜♦❣✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ r❡t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
pif ❡t pis✳
❙❖❇❊❘ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬▲✐✉ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ♥♦♠♠é❡
❙❖❇❊❘✱ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs✱ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts s✉s♣❡❝ts✳ ❯♥ ♣ré❞✐❝❛t P ♣❡✉t
êtr❡ é✈❛❧✉é ♣♦✉r êtr❡ ✈r❛✐ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ pi(P ) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❡ P s♦✐t é✈❛❧✉é à ✈r❛✐ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ pi(P ) = n(f)n(t)+n(f) t❡❧ q✉❡ n(t) ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ P ❡st é✈❛❧✉é ♣♦✉r êtr❡ ✈r❛✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡
❡t n(f) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ P ❡st é✈❛❧✉é à ❢❛✉①✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ pi(P )
♣♦✉r ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❡rr♦♥é❡ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ pi(P ) ❞❛♥s
✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ré✉ss✐❡✱ ❛❧♦rs P ❡st ❧✐é❡ à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❬❲♦♥❣ ✷✵✵✾❛❪✳
❆▼P▲❊ ❆▼P▲❊ ✭❆♥❛❧②③✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ P❛tt❡r♥s t♦ ▲♦❝❛t❡ ❊rr♦rs✮ ❬❆❜r❡✉ ✷✵✵✼❪ ❡st
✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡s ❞❛♥s ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♦r✐❡♥té ♦❜❥❡t✱
❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐té ❞✬ét✉❞❡✳ ■❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❛♣♣❡❧s
❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①é❝✉té❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s t❡sts ❝♦rr❡❝ts ❡t ❡rr♦♥és✳ ❈♦♠♠❡ rés✉❧t❛t✱
❆▼P▲❊ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❛✉ s♦♠♠❡t s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐
s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❳✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡rr♦♥é ❡st ❣é♥éré✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡
❛ss❡rt✐♦♥ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é❡✳ ❳✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❳✉❛♥ ✷✵✶✹❪ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s
✷✳ ❙✐ P ❡st ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r êtr❡ ✈r❛✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ R ❛❧♦rs R(P ) = 1✱
s✐♥♦♥ R(P ) = 0✳
✶✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥
t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
✶ tr② ④
✷ ✴∗ ❛ s s ❡ r t ✐ ♦ ♥ ∗✴
✸ ⑥
✹ ❝❛t❝❤ ✭ ❥❛✈❛ ✳ ❧❛♥❣ ✳ ❚❤r♦✇❛❜❧❡ t❤r♦✇❛❜❧❡ ✮ ④
✺ ✴∗ ❞♦ ♥♦t❤✐♥❣ ∗✴
✻ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡st✳
❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✱ ❝❛r s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ à ✈ér✐✜❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st
❡rr♦♥és✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❳✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ❣é♥èr❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ t❡sts ❡rr♦♥és s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡sts ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
❡①✐st❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❚❛r❛♥t✉❧❛✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿
✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡sts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡
t❡st ❡rr♦♥é✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡rr♦♥é i ❛✈❡❝ k ❛ss❡rt✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝ré❡r k ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❡st✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡
i ❞✉ ❝❛s ❞❡ t❡st✱ ❡❧❧❡ ❡♥t♦✉r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s❛✉❢ ❧❛ iime ❛ss❡rt✐♦♥ ❛✈❡❝
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ tr②✴❝❛t❝❤ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✷✳✸✮ ♣♦✉r ✐❣♥♦r❡r s♦♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ❆♣rès ❝❡❧❛✱
❡❧❧❡ ❝♦♠♣✐❧❡ ❡t ❡①é❝✉t❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ t❡st ❣é♥érés✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡♥r❡❣✐str❡
❧❡s ❝❛s ❞❡ t❡st ❡rr♦♥és ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ✐♥t❡rr♦♠♣❡♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭✉♥❡ ❡rr❡✉r
✐♥❛tt❡♥❞✉❡✮✳
✷✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❝❛s ❞❡ t❡sts ♣✉r✐✜és ❛✈❛♥t ❞❡
❝♦❧❧❡❝t❡r ❧❡✉rs s♣❡❝tr❡s ✭❧❛ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ♣✉r✐✜é✮✳
❆♣rès ❝❡❧❛✱ ❡❧❧❡ ❝♦♠♣✐❧❡ ❡t ❡①é❝✉t❡ t♦✉s ❧❡s t❡sts ♣✉r✐✜és✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❧❛
tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ♣✉r✐✜é✳
✸✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❡t ❝❧❛ss❡r ❧❡s ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡①✐st❛♥t❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
✭❡①❡♠♣❧❡ ❚❛r❛♥t✉❧❛✮ ❛✈❡❝ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ t❡sts ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐✲
❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❛s t❡sts✳ ❊❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r
✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ❞ét❡❝tés ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛tt❡r✐❡
❞❡ t❡st✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡✉r ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❡st
q✉✬❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡st✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❛s ❞❡ t❡sts ❡♠♣❧♦②é ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t❡ s✉r ❧❡✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té✳ ❆✉ss✐✱ ♣♦✉r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t
❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ✉♥ ♦r❛❝❧❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ t❡st ❡st ❥✉st❡ ♦✉ ♥♦♥✳
✷✳✹✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ✶✼
◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞ét❡❝té❡ ♣❛r ✉♥▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦❡r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛s
❞❡ t❡st✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s à ❜❛s❡ ❞❡ t❡st s♦♥t ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé❡s ❬●r♦❝❡ ✷✵✵✺❪✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ♦ù ❧❡s s❡✉❧s ♣rér❡q✉✐s s♦♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✉♥❡ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦✉ ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é❡✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✷✳✹ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣
▲❡ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❧❛r❦❡ ❡t ❊♠❡rs♦♥ ❬❈❧❛r❦❡ ✶✾✽✷❪✳ ▲✬✐❞é❡
❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✱
❡♥ ❡①♣❧♦r❛♥t ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ét❛ts ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❡st ❡rr♦♥é ✭❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦♥❢♦r♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❧❡ ▼♦❞❡❧
❈❤❡❝❦❡r ❣é♥èr❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ét❛t
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈✐♦❧é❡ ❬❉✬s✐❧✈❛ ✷✵✵✽❪✳ ❯♥ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦❡r ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❡t ❛✐❞❡r à ❧♦❝❛❧✐s❡r
❝❡s ❡rr❡✉rs✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧♦r❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ▼♦❞❡❧
❈❤❡❝❦✐♥❣✳
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❛❧ ❡t ❛❧✳ ❇❛❧ ❡t ❛❧✳❬❇❛❧❧ ✷✵✵✸❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❡❧s à ✉♥ ▼♦❞❡❧
❈❤❡❝❦❡r ❡t ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦r✲
r❡❝t❡✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ✜❣✉r❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ tr❛❝❡ ❝♦rr❡❝t❡ s♦♥t s✐❣♥❛❧é❡s ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳ ■❧s ♦♥t ✐♠♣❧❛♥té ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❙▲❆▼✱ ✉♥ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈✳
❊①♣❧❛✐♥ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❝❡s ❝♦r✲
r❡❝t❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♠♠é ❊①♣❧❛✐♥❬●r♦❝❡ ✷✵✵✹✱ ●r♦❝❡ ✷✵✵✻❪✳
❈❡ s②stè♠❡ ét❡♥❞ ❈❇▼❈ ✸✱ ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❜♦r♥é ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
é❝r✐ts ❡♥ ❆◆❙■ ❈✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥tr❡❢❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ♠✐s❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ♣❛r ❉❛✈✐❞ ▲❡✇✐s ❬▲❡✇✐s ✶✾✼✸❪✳ P♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡ ❞ér♦✉❧❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✶✳ ▲✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❈❇▼❈ ✹ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡t
❧❛ ❢♦r♠❡ ❙❙❆ ✭❙t❛t✐❝ ❙✐♥❣❧❡ ❆ss✐❣♥♠❡♥t✮ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡r✲
r♦♥é ❡t s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✱ ♥♦té S✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t❡s ❞❡ S s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ❀
✷✳ ❈❇▼❈ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❀
✸✳ ▲✬♦✉t✐❧ ❊①♣❧❛✐♥ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✱ S′✳ ▲❡s ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥s s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t❡s ❞❡ S′ s♦♥t ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡ P q✉✐ ♥❡ ✈✐♦❧❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✸✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝♠✉✳❡❞✉✴⑦♠♦❞❡❧❝❤❡❝❦✴❝❜♠❝✴
✹✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝♣r♦✈❡r✳♦r❣✴❝❜♠❝✴
✶✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥
t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❊①♣❧❛✐♥ ét❡♥❞ S′ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❛✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ✭✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❡st ✉t✐❧✐sé❡✮ ❀
✹✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥ ♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❧❛ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ❛✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❀
✺✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛❝❡s ré✉ss✐❡s ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❀
✻✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ s❧✐❝✐♥❣
❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ré❞✉✐r❡✳
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r✐❡s♠❛②❡r ❡t ❛❧✳ ❉❛♥s ❬●r✐❡s♠❛②❡r ✷✵✵✻✱ ●r✐❡s♠❛②❡r ✷✵✵✼❪✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❈✳ ❊❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r✱ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❊❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❛♥♦r♠❛✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❀ t❡❧ q✉❡ s✐ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t
❛♥♦r♠❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡st ✈r❛✐✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st s✉s♣❡♥❞✉ ❡t r❡♠♣❧❛❝é
♣❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡♥tré❡✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❡st r❡❞é♠❛rré ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦✉✛r❡ ❞❡ ❞❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs ✿
✕ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉t
❛✐♥s✐ êtr❡ très ❣r❛♥❞ ❀
✕ ❊❧❧❡ ♣❡✉t r❡♥✈♦②❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❢❛✉① ❞✐❛❣♥♦st✐❝s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❜s✉r❞❡s ❝❛r t♦✉t❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r r❡♥✈♦②❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✮✳
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r ❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts
❞❡ ❬●r✐❡s♠❛②❡r ✷✵✵✻✱ ●r✐❡s♠❛②❡r ✷✵✵✼❪✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧ ❬❩❤❛♥❣ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t
❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬à tr❛✈❡rs ✉♥ s✇✐t❝❤ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡t ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✉ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡✉t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠♦❞✐✜é à ♣❡✉ ❞❡
❢r❛✐s✱ ♠❛✐s q✉✬❡♥ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈❡r à ✉♥ ét❛t s✉❝❝ès✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧
❬▲✐✉ ✷✵✶✵❪ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣ré❞✐❝❛ts✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡
♣♦✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❘❍❙✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s✳
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ■❧❛♥ ❇❡❡r ❡t ❛❧✳ ❉❛♥s ❬❇❡❡r ✷✵✵✾❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❛❜♦r❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣♦✉r
✷✳✹✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ✶✾
❝❡❧❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❍❛❧♣❡r♥ ❡t P❡❛r❧ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝❛✉s❡s ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳
❇✉❣❆ss✐st ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ▼❛♥✉ ❏♦s❡ ❡t ❘✉♣❛❦ ▼❛❥✉♠❞❛r ❬❏♦s❡ ✷✵✶✶❜✱ ❏♦s❡ ✷✵✶✶❞❪
♦♥t ❛❜♦r❞é ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ✿ ✐❧s ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ♣❛rt✐❡❧ ▼❛①❙❆❚ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳ ▲❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ t❡st ✭❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✮ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿
✶✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ✭♥♦té❡ F ✮✳ ❊❧❧❡ ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥✲
❥♦♥❝t✐✈❡ ❡t s❛t✐s✜❛❜❧❡ ss✐ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❚❡❧ q✉❡ t♦✉t❡
❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ✉♥❡
❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❀
✷✳ ■❧ ét❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ tr❛❝❡ F à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❛✉ss❡ F ′ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❛
♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ✈r❛✐❡ ✭❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ′ ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝❛r ❧❛ tr❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧ ❛❥♦✉t❡ à
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ tr❛❝❡ F ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t q✉❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡rr♦♥é✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ét❛ts ✜♥❛✉① s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉✐ ❛ été ✈✐♦❧é❡ ♣❛r ❧❡ t❡st ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❀
✸✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ♣❛rt✐❡❧ ▼❛①❙❆❚ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❛♥s F ′ ❡t ♣r❡♥❞ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛✉s❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧s ❝❛❧✲
❝✉❧❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ▼❙❙ ✭▼❛①✐♠❛❧ ❙❛t✐s✜❛❜❧❡ ❙✉❜s❡t✮✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱
✐❧ ♠❛rq✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❝❧❛✉s❡s ♠♦❧❧❡s✳ ■❧ ❞♦♥♥❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ét❡♥❞✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ s♦❧✈❡✉r ♣❛rt✐❡❧ ▼❛①❙❆❚ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♠♦❧❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ q✉✐
s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s
♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✐❧ é♥✉♠èr❡
❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ■❧ ❛✣❝❤❡ à ❧✬✉✲
t✐❧✐s❛t❡✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❢✉s✐♦♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s✳
▼❛♥✉ ❏♦s❡ ❡t ❘✉♣❛❦ ▼❛❥✉♠❞❛r ❬❏♦s❡ ✷✵✶✶❜✱ ❏♦s❡ ✷✵✶✶❞❪ ♦♥t ✐♠♣❧❛♥té ❧❡✉r ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦✉t✐❧ ❛♣♣❡❧é ❇✉❣❆ss✐st q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❈❇▼❈✳ ❇✉❣❆ss✐st ♣r❡♥❞ ❡♥
❡♥tré❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ❡r✲
r♦♥és✱ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦♥t ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ tr❛❝❡✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡
❜♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❈❇▼❈ ✺✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s❛t✲
✐s❢❛✐t❡s✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ▼❛①❙❆❚ s❝❛❧❛❜❧❡s ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧❛ ✷✵✶✶❪✱ ❝♦♠♠❡ ▼❙❯♥✲
❈♦r❡ ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ✷✵✵✾❪✳
✺✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝♣r♦✈❡r✳♦r❣✴❝❜♠❝✴
✷✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥
t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❙◆■P❊❘ ❙✐✲▼♦❤❛♠❡❞ ▲❛♠r❛♦✉✐ ❡t ❙❤✐♥ ◆❛❦❛❥✐♠❛ ❬▲❛♠r❛♦✉✐ ✷✵✶✹❪ ♦♥t ❛✉ss✐
❞é✈❡❧♦♣♣é ré❝❡♠♠❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♥♦♠♠é ❙◆■P❊❘ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ▼❙❙s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
ψ = EI ∧ TF ∧AS ♦ù EI ❡♥❝♦❞❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❡rr♦♥é❡s✱ TF ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡t AS ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ q✉✐ ❡st
✈✐♦❧é❡✳ ▲❡s ▼❈❙s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s ▼❙❙s ❝❛❧❝✉❧és✳ ▲✬✐♠✲
♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ▲▲❱▼ ❡t ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚
❨✐❝❡s✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ q✉❡ ❇✉❣❆ss✐st✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♠♣❛ré ❙◆■P❊❘ ❛✈❡❝ ❇✉❣❆ss✐st s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❚❈❆❙ ❞❡ ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ t❡st ❞❡ ❙✐❡♠❡♥s✳ ❙◆■P❊❘ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ✺✪ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❇✉❣❆ss✐st ♠❛✐s
❛ ♥é❝❡ss✐té ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉❡ ❇✉❣❆ss✐st s✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛s ❞❡ t❡st q✉✐ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ t♦✉s ❧❡s ❞é❢❛✉ts
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
P♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
▼❛♥✉ ❏♦s❡ ❡t ❘✉♣❛❦ ▼❛❥✉♠❞❛r✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ✿
✶✳ ◆♦✉s ♥❡ tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ♣❛s t♦✉t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♠❛✐s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❝♦❧❧❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✳
✷✳ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ▼❛①❙❆❚ ♠❛✐s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s✳
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ t❡st ♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts
❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❚❛r❛♥t✉❧❛ q✉✐ ❛rr✐✈❡ ♣r❡sq✉❡ t♦✉❥♦✉rs à ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧✬❡r✲
r❡✉r ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❚❛r❛♥t✉❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧
❢❛✉t ❞✐s♣♦s❡r s♦✐t ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ s♦✐t ❞✬✉♥ ♦r❛❝❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❀ ❧❡s
♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ❢♦♥t ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣ré❢èr❡♥t ❢❛✐r❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ ♦✛r❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❣❛r❛♥t✐❡s q✉❡ ❧❡ t❡st ❀ ❡t ❝❡✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s
❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥✬♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣❛s ❞✬♦r❛❝❧❡✳
▲✬✐♥térêt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ❇✉❣❆ss✐st ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛
♥♦tr❡✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✉t q✉✬✉♥❡ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ❡t ❞❡ ❙◆■P❊❘✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
✧P♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ✐❧
❢❛✉❞r❛✐t q✉✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs
tr❛✈❛✐❧❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ t❡♠♣s s✉♣ér✐❡✉r à ❧✬â❣❡ ❞❡ ❧✬❯✲
♥✐✈❡rs ✦ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ♠❛❧❣é t♦✉t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t
rés♦❧✉❜❧❡s✳✧ ✕ ▲❛rr② ❙t♦❝❦♠❡②❡r ❡t ❆s❤♦❦ ❈❤❛♥❞r❛
❙♦♠♠❛✐r❡
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❊♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❛✐❞❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r à ❞❡❜✉❣❣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r
à ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿
✶✳ ❈♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ❄
✷✳ ◗✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❄
P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
▼❈❙s✱ ▼❙❙s✱ ▼❯❙s✴■■❙s s♦♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡ss❡♥t✐❡❧s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s à ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❤❡r❝❤❛♥t à ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡s✲
t✐♦♥s ✶✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ▼❯❙✱ ▼❙❙
❡t ▼❈❙✳
✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s r❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✬❡st
✉♥ ▼❯❙✱ ✉♥ ▼❙❙ ❡t ✉♥ ▼❈❙✳
❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
❯♥ ■■❙ ✭■rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ❙❡t✮ ♦✉ ▼❯❙ ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❯♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❙✉❜✲
s❡t✮ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❞❡ C✱ ❡t t♦✉s s❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s str✐❝ts s♦♥t ❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ✓ ❆♥ ■■❙ ❤❛s t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✿ ✐t ✐s ✐ts❡❧❢
✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜✉t ❛♥② ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✔ ✭❈❤✐♥♥❡❝❦ ❬❈❤✐♥♥❡❝❦ ✷✵✵✽❪✱
P✳✾✸✮✳ ✓ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s✉❜s❡t ✭■■❙✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐✳❡✳ ❛
✭s♠❛❧❧✮ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✐s ✐ts❡❧❢ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ❢❡❛s✐❜❧❡
✐❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✔✭❈❤✐♥♥❡❝❦ ❬❈❤✐♥♥❡❝❦ ✷✵✵✽❪✱ P❛❣❡✳✹✮✳
M ⊆ C ❡st ✉♥ ▼❯❙ ⇔ M ❡st ❯◆❙❆❚
❡t ∀c ∈M :M \ {c} ❡st ❙❆❚✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ▼❙❙ ✭▼❛①✐♠❛❧ ❙❛t✐s✜❛❜❧❡ ❙✉❜s❡t✮ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①❙❆❚
✴ ▼❛①❈❙P ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ✿
M ⊆ C ❡st ✉♥ ▼❙❙ ⇔ M ❡st ❙❆❚
❡t ∀c ∈ C \M :M ∪ {c} ❡st ❯◆❙❆❚✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ■■❙s ✭■rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ❙✉❜✲
s②st❡♠s✮ ✉t✐❧✐sés ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬❈❤✐♥♥❡❝❦ ✶✾✾✻✱ ❈❤✐♥♥❡❝❦ ✷✵✵✶✱
❈❤✐♥♥❡❝❦ ✷✵✵✽❪✳
❯♥❡ ▼❈❙ ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙❡t✮ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ C ❞♦♥t
❧❡ r❡tr❛✐t ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢❛✐s❛❜❧❡s ✭✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✧❝♦rr✐❣❡r✧
✶✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ✈♦✐r❤tt♣✿✴✴✉s❡rs✳♣♦❧②t❡❝❤✳✉♥✐❝❡✳❢r✴⑦r✉❡❤❡r✴
P✉❜❧✐s✴❚❛❧❦❴◆■■❴✷✵✶✸✲✶✶✲✵✻✳♣❞❢
✸✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✷✸
❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❡s ▼❈❙s ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙❡t✮
s♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥ts ❞❡s ▼❙❙s ✭❧❡ r❡tr❛✐t ❞✬✉♥ ▼❈❙ à C ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ▼❙❙ ❝❛r ♦♥
✏❝♦rr✐❣❡✑ ❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té✮ ✿
M ⊆ C ❡st ✉♥ ▼❈❙ ⇔ C \M ❡st ❙❆❚
❡t ∀c ∈M : (C \M) ∪ {c} ❡st ❯◆❙❆❚✳
✸✳✷✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ▼❯❙s ❡t ▼❈❙s
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❯❙s ❡t ❞❡s ▼❈❙s ❬❇✐r♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸✱
▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪ ✿ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❈❙s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
❝♦✉✈r❛♥ts ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✷ ❞❡s ▼❯❙s ❀ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❯❙ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉① ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ❝♦✉✈r❛♥ts ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡s ▼❈❙s✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C ✿
✶✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡M ❞❡ C ❡st ✉♥ ▼❈❙ ss✐ ▼ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧
❞❡s ▼❯❙ ❞❡ C ❀
✷✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡M ❞❡ C ❡st ✉♥ ▼❯❙ ss✐ ▼ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧
❞❡s ▼❈❙ ❞❡ C ❀
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥t✉✐t✐❢✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉✬✉♥ ▼❈❙ ❞♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s r❡t✐r❡r ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ▼❯❙✳ ❊t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ▼❯❙ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡♥ r❡t✐✲
r❛♥t ♥✬✐♠♣♦rt❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ▼❈❙ ❞♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ▼❯❙✳ ❈❡tt❡ ❞✉❛❧✐té ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜✲
❧é♠❛t✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❛✉① ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s ❡♥ ✸✳✶ s♦♥t
étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C = {c1, c2, ..., c16}✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳
❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❝✐♥q ▼❯❙s ✿ ΣMUS = {S1✱ S2✱ S3✱ S4✱ S5⑥✳
S1 = {c3, c5, c9}✱ S2 = {c5, c6, c11, c14}✱ S3 = {c6, c10, c12, c13}✱ S4 = {c7, c11}✱ S5 =
{c4, c11}
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ΣMUS ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✿
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠✉♠ ✿ ■❧ ② ❛ ❡①✲
❛❝t❡♠❡♥t ❞♦✉③❡ ✭|S1| × |S3|✮ ❞♦♥t ❧❛ ❝❛rt✐♥❛❧✐té ❡st tr♦✐s✳ ❊①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{c3, c11, c13}✳
✕ ▲❡s ▼❈❙s ✿ {c4, c7, c9, c10, c14}✱ {c4, c5, c11, c13}✱ t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té
♠✐♥✐♠✉♠✱ ✳✳✳❡t❝✳
✷✳ ❙♦✐t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t D ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Σ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ H ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ Σ s✐ H ⊆ D ❡t ∀S ∈ Σ : H ∪S 6= ∅✳ H ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭♦✉ ♠✐♥✐♠❛❧✮ s✐ ❛✉❝✉♥
é❧é♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡t✐ré ❞❡ H s❛♥s q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣❡r❞❡ s❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t✳
✷✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ ❝✐♥q ▼❯❙s
✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❈❙
✸✳✸✳✶ ❇❛s✐❝ ▲✐♥❡❛r ❙❡❛r❝❤
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❬❇❛✐❧❡② ✷✵✵✺❪ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✲
✈❡r ✉♥ ▼❙❙ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r
♣❛r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s S ❡t U ✱ ♦ù
S ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡t U ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥s❛t✐✜❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ❞❡ U ✱ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ∪ {c} ❡st
s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ U s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
♠❛①✐♠❛❧ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✭▼❙❙✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✿
❧❡ ▼❈❙ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇▲❙✭❇❛s✐❝ ▲✐♥❡❛r ❙❡❛r❝❤✮
✶ ■♥♣✉t ✿ F ✿❆♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✶✿ (S,U) ← ■♥✐t✐❛❧❆ss✐❣♥♠❡♥t✭F ✮✳ ✪ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❜② ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❢♦r♠✉❧❛ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ❝❧❛✉s❡s S ✭❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ❛♥❞ U ✭✐♥❢❡❛s✐❜❧❡
❝♦♥str❛✐♥ts✮✳
✷✿ ❢♦r ❡❛❝❤ c ∈ U ❞♦
✸✿ ✐❢ ❙❆❚✭S ∪ {c}✮ t❤❡♥
✹✿ S ← ❙ ∪ {c}✳
✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✻✿ ❡♥❞ ❢♦r
✼✿ r❡t✉r♥ F\S
✸✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❈❙ ✷✺
✸✳✸✳✷ ❋❛st❉✐❛❣
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✐✈✐s❡r ♣♦✉r ré❣♥❡r✱ ❋❡❧❢❡r♥✐❣ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é ❋❛st❉✐❛❣ ❬❋❡❧❢❡r♥✐❣ ✷✵✶✷❪✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡st q✉❡ ◗✉✐❝❦❳♣❧❛✐♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ■■❙✴▼❯❙ ✭✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮
❡t ❋❛st❉✐❛❣ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ▼❈❙ ✭✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✈♦✐r ❛❧❣✳ ✷✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
✕ R ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
✕ T ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♦ù ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ▼❈❙ ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s R✳
✕ hasD ✿ ❯♥ ❜♦♦❧é❡♥ ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r s✐ ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡①✐st❡✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❡❧é ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s R ❡t T ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à t♦✉t❡s
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡✱ s✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ▼❈❙✳
P♦✉r P▼❛①❙❆❚✭P❛rt✐❛❧ ▼❛①✲❙❆❚✮ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t ♠♦❧❡s✮✱
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R é❣❛❧ à ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉r❡s ❡t
♠♦❧❧❡s✱ ❡t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T é❣❛❧ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦❧❡s✳
▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té
❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ▼❈❙✳ ❙✐ k ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ▼❈❙ ❡t m ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ (k+k ∗ log(mk ))
❛♣♣❡❧s ❛✉ s♦❧✈❡✉r✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛s✐q✉❡ ❞❡ ❋❛st❉✐❛❣ ✭❇❋❉✮
✶ ■♥♣✉t ✿ R ❀ T ⊆ R ❀ hasD✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✶✿ ✐❢ hasD ∧ ❙❆❚✭R✮ t❤❡♥
✷✿ r❡t✉r♥ ∅
✸✿ ❡♥❞ ✐❢
✹✿ ✐❢ |T | = 1 t❤❡♥
✺✿ r❡t✉r♥ T
✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✼✿ m ← |T | ÷ ✷
✽✿ (T1, T2) ← (T1..m, Tm+1..|T |)
✾✿ D2 ← ❇❋❉✭R \ T1✱T2✱T1 6= ∅✮
✶✵✿ D1 ← ❇❋❉✭R \ D1✱T1✱D2 6= ∅✮
✶✶✿ r❡t✉r♥ D1 ∪ D2
✸✳✸✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❏♦❛♦ ▼❛r❦❡s✲❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é♥✉♠ér❡r ❧❡s ▼❈❙s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥✲
❡✣❝❛❝❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❏♦❛♦ ▼❛r❦✲❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ✷✵✶✸❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é tr♦✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✭ré✲
❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✮ ✿
✷✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
✸✳✸✳✸✳✶ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❏♦❛♦ ▼❛r❦❡s✲❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳
✶✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ ❝♦r❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡s✳
✷✳ ▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ✧❜❛❝❦❜♦♥❡ ❧✐tt❡r❛❧s✧✳
✸✳ ▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳
❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❯❙s ❞✐s❥♦✐♥ts
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❙♦✐t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❡t P ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ F ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱ P = {G,C1, ...Cr}✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ Ci✱ ✐ ❂ ✶✱ ✳✳✳✱ r ❡st ✉♥ ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡
❝♦r❡ ❞❡ F ✳ ❉♦♥❝✱ r r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ▼❈❙✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❙♦✐t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥
µ✳ µ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛rt✐♦♥♥❡r F ✿ {S,U}✱ ♦ù S r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❡t U
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ✿
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ▼❙❙ W ❡t ✉♥ ▼❈❙ M ❞❡ F t❡❧ q✉❡ S ⊆ W ❡t U ⊇ M ✳
F ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡t ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥ {G,C1, ..., Cr}✱ ❡t C1, ..., Cr s♦♥t ❞❡s ▼❯❙s
✐♥❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ µ s❛t✐❢❛✐s❛♥t G ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝♦r❡
Ci ❡♥ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts Si ❡t Ui✱ Si ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡t Ui
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✐♥s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
S = G ∪ Ui✱ ♣♦✉r ✐ ❂ ✶✱ ✳✳✳✱ r ✳ ❚❡❧ q✉❡ S ⊆ W ♦ù W ❡st ▼❙❙ ❞❡ F ✭✈♦✐r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✳
❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ✧❜❛❝❦❜♦♥❡ ❧✐tt❡r❛❧s✧ ❙♦✐t M ✉♥ ▼❈❙✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
▼❈❙✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ c ∈ M ✱ c = (l1, l2, ..., lk)✱ ✭F\M✮ ∪ {c} |= ⊥✳ P❛r ❝♦♥✲
séq✉❡♥t✱ F\M |= ¬c✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ li ∈ c✱ F\M |= ¬li✳
❉♦♥❝ ¬li ❡st ✉♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❧✐ttér❛❧ ❬❑✐❧❜② ✷✵✵✺❪ ♣♦✉r F\M ✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡r
❧❡s ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❧✐tt❡r❛❧s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❧❛✉s❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ▼❈❙✳
❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥ s♦✉s
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳
❊♥❤❛♥❝❡❞ ❇❛s✐❝ ❋❛st❉✐❛❣ ✭❊❋❉✮ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✱ ❏♦❛♦ ▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❋❛st❉✐❛❣ ❬❋❡❧❢❡r♥✐❣ ✷✵✶✷❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡s ❣❧♦❜❛✉①✱ B ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❧✐tt❡r❛❧s ❝❛❧✲
❝✉❧és ❀ S r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ▼❙❙ ❝♦✉r❛♥t ❝❛❧❝✉❧é ❀ ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s U1, ..., Ur r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ▼❯❙s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ B ❡st ♠✐s à ❥♦✉r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✉ ▼❈❙ ✭✈♦✐r
✸✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❈❙ ✷✼
❧❛ ❧✐❣♥❡ ✼✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ♠♦❞✐✜é ✭✈♦✐r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✹✮ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡
s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ✭❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S ❡t B s♦♥t ❛❥♦✉tés ❛✉ s♦❧✈❡✉r✮ r❡t♦✉r♥❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❇❛s✐❝ ❋❛st❉✐❛❣ ✭❊❋❉✮
✶ ■♥♣✉t ✿ R ❀ T ⊆ R ❀ hasD✳
✷ ●❧♦❜❛❧ ✿ S✱ B✱ U1✱✳✳✳ ✱Ur✳
✸ ❖✉t♣✉t ✿ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✶✿ ✐❢ hasD t❤❡♥
✷✿ (st, µ) ← ❙❆❚✭R ∪ S ∪ B✮
✸✿ ✐❢ st t❤❡♥
✹✿ ❯♣❞❛t❡❙❛t✐s✜❡❞❈❧❛✉s❡s✭µ✮✳
✺✿ r❡t✉r♥ ∅
✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✼✿ ❡♥❞ ✐❢
✽✿ ✐❢ |T | = 1 t❤❡♥
✾✿ ❯♣❞❛t❡❇❛❝❦❜♦♥❡▲✐t❡r❛❧s✭T ✮
✶✵✿ r❡t✉r♥ T
✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✷✿ m ← |T | ÷ ✷
✶✸✿ (T1, T2) ← (T1..m, Tm+1..|T |)
✶✹✿ D2 ← ❇❋❉✭R \ T1✱T2✱T1 6= ∅✮
✶✺✿ D1 ← ❇❋❉✭R \ D1✱T1✱D2 6= ∅✮
✶✻✿ r❡t✉r♥ D1 ∪ D2
✸✳✸✳✸✳✷ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❛♦ ▼❛r❦ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳
❏♦❛♦ ▼❛r❦✲❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ✷✵✶✸❪ ♦♥t ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ▼❈❙✱ ✈♦✐r ❛❧❣✳ ✹✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐❡♥t ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❬❇✐r♥❜❛✉♠ ✷✵✵✸❪ ✿ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡♥
❡♥tré❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡t Ui✳ ❖♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ D q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s Ui✳ ❙✐ ❧❡ t❡st ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ S ∪ {D} ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❛♥s Ui q✉❛♥❞ ❙ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❉♦♥❝✱ ❙ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ✉♥ ▼❙❙ ✭❛✉ss✐ Ui ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ▼❈❙✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥
❡♥❧è✈❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❞❡ Ui ❡t ♦♥ ❧❡s ❛❥♦✉t❡ à S✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭S ∪
{D} ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✮✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s Ui q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ S✳ ❉♦♥❝
S ❡st ✉♥ ▼❙❙ ✭Ui r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ▼❈❙✮✳
▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss✉r❡ m−p+1 ❛♣♣❡❧s ❛✉ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ▼❈❙
✷✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❡st p ❡t m ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ▼❈❙ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❉ ✭❈▲❉✮
✶ ■♥♣✉t ✿ i ✿❚❛r❣❡t ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝♦r❡✳
✷ ●❧♦❜❛❧ ✿ S✱ B✱ U1✱ ✳✳✳✱ Ur✳
✸ ❖✉t♣✉t ✿ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✶✿ st ← true
✷✿ ✇❤✐❧❡ st ∧ ✭Ui > 1✮ ❞♦
✸✿ D ← (Vc∈Uci )
✹✿ (st, µ) ← ❙❆❚✭S ∪ B ∪ {D}✮
✺✿ ✐❢ st t❤❡♥
✻✿ ❯♣❞❛t❡❇❛❝❦❜♦♥❡▲✐t❡r❛❧s✭µ✮
✼✿ ❡♥❞ ✐❢
✽✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✾✿ ❯♣❞❛t❡❇❛❝❦❜♦♥❡▲✐t❡r❛❧s✭Ui✮
✶✵✿ r❡t✉r♥ Ui
✸✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❈❙✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ❡st ✐♥t✉✐t✐❢✱ ♥♦♠♠é ✧❇❛s✐❝ ▲✐♥❡❛r ❙❡❛r❝❤ ✭❇▲❙✮✧✱ ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❡❧❡r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❋❛st❉✐❛❣ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❉✐✈✐s❡r ♣♦✉r ré❣♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✿ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❋❛st❉✐❛❣ ❡st 2.log2(n/d) + 2d✱ ♦ù d ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ▼❈❙ tr♦✉✈é ❡t n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❀ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
❞❡s ❝❛s ❡st log2(n/d) + 2d ❬❋❡❧❢❡r♥✐❣ ✷✵✶✷❪✳
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ✷✵✶✸❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥té❣ré❡s ❞❛♥s
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥ ▼❈❙ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐
♣rés❡♥té ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❛♦ ▼❛r❦ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts r❛♣♣♦rtés ❞❛♥s ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ✷✵✶✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré
q✉❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐
❡①✐st❡♥t✳
✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙
❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ ■■❙ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ■❧ ❞✐s♣♦s❡
❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ✿
✕ ✐❧ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❀
✕ t♦✉s s❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❢❛✐s❛❜❧❡s✳
■❧ ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧✬✐♥❢❛✐s✲
❛❜✐❧✐té✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ■■❙ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré♣❛rés ❡st ✉♥❡
❢❛ç♦♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡rr♦♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s✲
✸✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙ ✷✾
❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ✉♥ ♥♦②❛✉ ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❝❡✉①
❞❡ ❬❈❤✐♥♥❡❝❦ ✷✵✵✶❪ ❬❚❛♠✐③ ✶✾✾✻❪ ❬●✉✐❡✉ ✶✾✾✾❪ ❬❏✉♥❦❡r ✷✵✵✹❪✳
✸✳✹✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❤✐♥♥❡❝❦ ❡t ❉r❛✈♥✐❡❦s ❬❈❤✐♥♥❡❝❦ ✶✾✾✶❪ ✭❝❢✳
❛❧❣✳ ✺✮✳ ❙❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t✐r❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ré❞✉✐t ❢♦r♠❡ ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡
✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛✐ss❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡t✐ré❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ré✐♥séré❡✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛✐t
♣❛r❝♦✉r✉ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❉❡✉① r❡♠❛rq✉❡s s♦♥t r❡t❡♥✉❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
✕ ❧❡s s❡✉❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❀
✕ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ s✐ ♥♦✉s ré♦r❞♦♥♥♦♥s ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r
✶ ■♥♣✉t ✿ C ✿❆♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ C✳
✶✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ci ✐♥ C ❞♦
✷✿ ❚❡♠♣♦r❛r✐❧② ❞r♦♣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ci ❢r♦♠ C✳
✸✿ ❚❡st t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ C\ ci ✿
✹✿ ✐❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❡♥
✺✿ r❡t✉r♥ ❞r♦♣♣❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ s❡t✳
✻✿ ❡❧s❡
✼✿ ❞r♦♣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t❧②✳
✽✿ ❡♥❞ ✐❢
✾✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✵✿ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t r❡♠❛✐♥s ♦r r❡t✉r♥ C✳
❊①❡♠♣❧❡ ❬❈❤✐♥♥❡❝❦ ✷✵✵✽❪ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
{A,B,C,D,E, F}✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {B,F,D}✳ ❙✐ ♥♦✉s ❡①é❝✉t♦♥s ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳
✸✳✹✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❆❞❞✐t✐✈❡
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❝❢✳ ❛❧❣✳ ✻✮✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❚❛♠✐③ ❡t
❛❧ ❬❚❛♠✐③ ✶✾✾✻❪✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s I é❣❛❧ à ✈✐❞❡✳
✸✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
■tér❛t✐♦♥
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t ▲❡ s②stè♠❡ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥
r❡t✐ré❡ ♦❜t❡♥✉ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡✛❡❝t✉é❡
✶ A {❇, C,❉, E,❋, G} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡
A ❡st s✉♣♣r✐♠é❡
❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t
✷ ❇ {C,❉, E,❋, G} ❋❛✐s❛❜❧❡ ❇ ❡st ré✐♥séré
✸ C {❇,❉, E,❋, G} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡
C ❡st s✉♣♣r✐♠é❡
❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t
✹ ❉ {❇, E,❋, G} ❋❛✐s❛❜❧❡ ❉ ❡st ré✐♥séré
✺ E {❇,❉,❋, G} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡
E ❡st s✉♣♣r✐♠é❡
❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t
✻ ❋ {❇,❉, G} ❋❛✐s❛❜❧❡ ❋ ❡st ré✐♥séré
✼ G {❇,❉,❋} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡
G ❡st s✉♣♣r✐♠é❡
❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t
✽ ❈♦♠♠❡ s♦rt✐❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ■■❙ {❇,❋,❉}
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
{A,B,C,D,E, F} ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {B,F,D}✳
❙❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ✐♥sèr❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r I✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ T ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✱ ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
✐♥séré❡ à I✱ ❝❛r T ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ■■❙ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥séré❡ ❧✉✐
❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ I ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞
✶ ■♥♣✉t ✿ C ✿❆♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ I ✿ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ C✳
✶✿ T ← ∅✱ I ← ∅✳
✷✿ ✇❤✐❧❡ I ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞♦
✸✿ T ← I✳
✹✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ci ✐♥ C ❞♦
✺✿ T ← T ∪ {ci}✳
✻✿ ✐❢ T ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❡♥
✼✿ I ← I ∪ {ci}✳
✽✿ ●♦ t♦ ✶✵✳
✾✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✶✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✷✿ r❡t✉r♥ I
❊①❡♠♣❧❡ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
{A,B,C,D,E, F}✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {B,F,D}✳ ❱♦✐❝✐ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ ✭✈♦✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮ ✿
✸✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙ ✸✶
■tér❛t✐♦♥
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t
T
▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉
I
❛❥♦✉té❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉
✶ A {A} ❋❛✐s❛❜❧❡ ∅
✷ ❇ {A,❇} ❋❛✐s❛❜❧❡ ∅
✸ C {A,❇, C} ❋❛✐s❛❜❧❡ ∅
✹ ❉ {A,❇, C,❉} ❋❛✐s❛❜❧❡ ∅
✺ E {A,❇, C,❉, E} ❋❛✐s❛❜❧❡ ∅
✻ ❋ {A,❇, C,❉, E,❋} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡ {❋}
✼ A {❋, A} ❋❛✐s❛❜❧❡ {❋}
✽ ❇ {F,A,❇} ❋❛✐s❛❜❧❡ {❋}
✾ C {❋, A,❇, C} ❋❛✐s❛❜❧❡ {❋}
✶✵ ❉ {❋, A,❇, C,❉} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡ {❋,❉}
✶✶ A {❋,❉, A} ❋❛✐s❛❜❧❡ {❋,❉}
✶✷ ❇ {❋,❉, A,❇} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡ {❋,❉,❇}
✶✸ ▲❛ s♦rt✐❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ■■❙ {❇,❋,❉}
✯ ❚ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✯ ■ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ■■❙ ✐❞❡♥t✐✜és ❥✉sq✉✬✐❝✐✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
{A,B,C,D,E, F} ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {B,F,D}✳
✸✳✹✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❡t ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❝❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✭❝❢✳ ❛❧❣✳ ✼✮✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✉✐❡✉ ❡t ❈❤✐♥✲
♥❡❝❦ ❬●✉✐❡✉ ✶✾✾✾❪✮✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✲
✐té s♦✐t ❞ét❡❝té❡ ❡t ♣✉✐s ❝❤❛♥❣❡r ♣♦✉r ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬■■❙✳
❊①❡♠♣❧❡ ▲❛ t❛❜❧❡❛✉ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ❞ér♦✉❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s ✿ ❆❞❞✐t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❡t ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡ {A,B,C,D,E, F}✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {B,F,D}✳
✸✳✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❈❡s tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ■■❙✴▼❯❙✳
❈❡ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐tér❛t✐❢s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❊❧❛st✐❝
❋✐❧t❡r ❬❈❤✐♥♥❡❝❦ ✷✵✵✽❪✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬é❝❛rt ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ❙✐♠♣❧❡①❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉s❝❡♣t✐✲
❜❧❡s ❞❡ ✜❣✉r❡r ❞❛♥s ✉♥ ■■❙✳
❏✉♥❦❡r ❬❏✉♥❦❡r ✷✵✵✹❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡
✧❉✐✈✐❞❡✲❛♥❞✲❈♦♥q✉❡r✧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉♥ ■■❙✴▼❯❙ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧s ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✸✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞ ❡t ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r
✶ ■♥♣✉t ✿ C ✿❆♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ T ✿ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ C✳
✶✿ ❙❡t T ← ∅✳
✷✿ ✇❤✐❧❡ ✭T ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ C 6= ∅✮ ❞♦
✸✿ ▲❡t ci ∈ C✳
✹✿ ❙❡t T ← T ∪ ci✳
✺✿ ❙❡t C ← C \ ci✳
✻✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✼✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ti ✐♥ t|T |−1 ✐♥ T ✿ ❞♦
✽✿ ❚❡♠♣♦r❛r✐❧② ❞r♦♣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ti✳
✾✿ ❚❡st t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ T\ ti ✿
✶✵✿ ✐❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❡♥
✶✶✿ r❡t✉r♥ ❞r♦♣♣❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ T ✳
✶✷✿ ❡❧s❡
✶✸✿ T ← T\ti✳
✶✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✺✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✻✿ r❡t✉r♥ T
➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ {❆,❇, C,❉, E, F}
■tér❛t✐♦♥
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t
T
▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉
I
❛❥♦✉té❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉
✶ ❆ {❆} ❋❛✐s❛❜❧❡ ∅
✷ ❇ {A,❇} ❋❛✐s❛❜❧❡ ∅
✸ C {❆,❇, C} ❋❛✐s❛❜❧❡ ∅
✹ ❉ {❆,❇, C,❉} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡ {❉}
➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ {❆,❇, C,❉}
■tér❛t✐♦♥
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t ▲❡ s②stè♠❡ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥
r❡t✐ré❡ ♦❜t❡♥✉ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡✛❡❝t✉é❡
✺ ❆ {❇, C,❉} ❋❛✐s❛❜❧❡ ❆ ❡st ré✐♥séré❡
✻ ❇ {❆, C,❉} ❋❛✐s❛❜❧❡ ❇ ❡st ré✐♥séré
✼ C {❆,❇,❉} ■♥❢❛✐s❛❜❧❡
C ❡st s✉♣♣r✐♠é❡
❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t
✽ ❉ {❆,❇} ❋❛✐s❛❜❧❡ ❉ ❡st ré✐♥séré
✾ ❈♦♠♠❡ s♦rt✐❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ■■❙ {❆,❇,❉}
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❆❞❞✐t✐✈❡✲❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s {A,B,C,D,E, F} ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {A,B,D}✳
✸✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙ ✸✸
✸✳✹✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆
❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ♣♦✉r ré❣♥❡r✱ ❯❧r✐❝❤ ❏✉♥❦❡r ❬❏✉♥❦❡r ✷✵✵✹❪
❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆ ✭❝❢✳
❛❧❣✳ ✽✮✳ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆ ❛❝❝é❧èr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❛ss✉r❡ ✉♥❡
❜♦♥♥❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ■■❙s s♦♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té
❡✛❡❝t✉és✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✉r ❧❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥ é❝r✐t ci ≺ cj ss✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ci ❡st ♣ré❢éré❡ ✭♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✮ q✉❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ cj ✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✿
✕ B ✿ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✐t❡s ❞✉r❡s✳
✕ C ✿ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♠♦❧❡s✳
✕ ≺ ✿ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ✉♥ ❝♦♥✢✐t ♣ré❢éré ❞❡ ✭B✱C✱≺✮✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥
s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ B t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t
≺✳
P❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s
❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ split ♣♦✉r ❞✐✈✐s❡r C =< α1, ..., αn >
❡♥ C1 =< α1, ..., αk > ❡t C2 =< αk+1, ..., αn >✱ ♦ù 1 ≤ k < n✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡
❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❬❏✉♥❦❡r ✷✵✵✹❪ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❙♦✐t C1 ❡t C2 ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ C t❡❧s q✉✬✐❧ ♥✬②
♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s C2 q✉✐ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s C1✳
✶✳ ❙✐ ∆2 ❡st ✉♥ ❝♦♥✢✐t ♣ré❢éré ❞❡ ✭B ∪ C1✱C2✱≺✮ ❡t ∆1 ❡st ✉♥ ❝♦♥✢✐t ♣ré❢éré ❞❡
✭B ∪∆2✱C1✱≺✮✱ ❛❧♦rs ∆1 ∪∆2 ❡st ✉♥ ❝♦♥✢✐t ♣ré❢éré ❞❡ ✭B✱C✱≺✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❏✉♥❦❡r✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
B s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞✉r❡s✳ ❉♦♥❝✱ ❧♦rsq✉❡ B ❡st ✈✐❞❡ ❡t C ❡st ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❧❛
s♦rt✐❡ ❞❡ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆ ❡st ✉♥ ■■❙✳
❊①❡♠♣❧❡ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s {A,B,C,D,E, F} ♦ù
{B,F,D} ❡st ✉♥ ▼❯❙✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s ❡t ≺
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆ ♣♦✉r
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞ér♦✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳
✸✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆
✶ ■♥♣✉t ✿ B ✿ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❀ C ✿ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts ❀ ≺ ✿ ❆♥ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ ❆ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ✭B✱C✱≺✮✳
✸ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆✭B✱C✱≺✮
✶✿ ✐❢ ✐s❈♦♥s✐st❡♥t✭B ∪ C✮ r❡t✉r♥ ✬♥♦ ❝♦♥✢✐❝t✬ ❀
✷✿ ❡❧s❡ ✐❢ C = ∅ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ∅ ❀
✸✿ ❡❧s❡ r❡t✉r♥ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆✬✭B✱B✱C✱≺✮ ❀
◗❯■❈❑❳P▲❆■◆✬✭B✱∆✱C✱≺✮
✶✿ ✐❢ ∆ 6= ∅ ❛♥❞ ♥♦t ✐s❈♦♥s✐st❡♥t✭B✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ∅ ❀
✷✿ ✐❢ C = {α} t❤❡♥ r❡t✉r♥ α ❀
✸✿ ❧❡t α1, ..., αn ❜❡ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ C t❤❛t r❡s♣❡❝ts ≺ ❀
✹✿ ❧❡t k ❜❡ split(n) ✇❤❡r❡ 1 ≤ k < n✳
✺✿ C1 ← {α1, ..., αk} ❛♥❞ C2 ← {αk+1, ..., αn}✳
✻✿ ∆2 ← ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆✬✭B ∪ C1✱C1✱C2✱≺✮
✼✿ ∆1 ← ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆✬✭B ∪∆2✱∆2✱C1✱≺✮
✽✿ r❡t✉r♥ ∆1 ∪ ∆2
✸✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙ ✸✺
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
✸✳✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❡s q✉❛tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥
s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér❛❧❡s
❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞✬■■❙s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s✳ ❆✈❡❝ ✉♥ t❡st ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✱ ❧❡s q✉❛tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡✲
tt❡♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ■■❙ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡✛❡❝t✉é✳ ❙✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st n✱ ❡t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
r❡t♦✉r♥é ❡st k✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛s ❡t ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à
♣r♦♣♦s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆ s♦♥t t✐ré❡s ❞✉ ♣❛♣✐❡r ❞❡
❯❧r✐❝❤ ❏✉♥❦❡r ❬❏✉♥❦❡r ✷✵✵✹❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛s ▲❡ ♣✐r❡ ❝❛s
❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r n n
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞
∑
k
i=1
i+ 1
∑
k−1
i=0
(n− i) + 1
❆❞❞✐t✐✈❡✴❉❡❧❡t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ k + (k − 1) n+ (n− 1)
◗❯■❈❑❳P▲❆■◆
split(n) = n/2 log(n/k) + 2k 2k ∗ log(n/k) + 2k
split(n) = n− 1 2k 2n
split(n) = 1 k n+ k
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r✱ ❆❞❞✐t✐✈❡
▼❡t❤♦❞✱ ❆❞❞✐t✐✈❡✴❉❡❧❡t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ❡t ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆✳
✸✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ▼❈❙s
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❈❙✳
P♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ✉♥ s❡✉❧ ▼❈❙
♣❡✉t êtr❡ ✐♥s✉✣s❛♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧❡s
♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ▼❈❙s✳
▲✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❈❙s ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❡❧s à
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ▼❈❙✱ ❡♥ ❜❧♦q✉❛♥t ❝❤❛q✉❡ ▼❈❙ ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝❧❛✉s❡ ❞✉r❡ q✉✐ ❞és❛❝t✐✈❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ▼❈❙ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❛♣✲
♣❡❧s ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ✷✵✶✸❪✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❆❆✭✈♦✐r ❛❧❣✳ ✶✵✮✱ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ▼❈❙s ❡t ▼❯❙s
❝♦♠♠❡ ❈❆▼❯❙✱ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬é♥✉♠ér❡r ❧❡s ▼❈❙s ✭❝♦♠♣❧é♠❡♥ts ❞❡s ▼❙❙s✮ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❀ ✐❧ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣r♦✇✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡st q✉❡ ❈❆▼❯❙ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s sé♣❛ré❡s ✿ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ▼❈❙s✱
❛♣rès ❧❡s ▼❯❙s✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❉❆❆ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ s♦♥
❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❉❆❆ ❡t ❈❆▼❯❙✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆❘❈❖ ✭✈♦✐r ❛❧❣✳ ✶✹✮ é♥✉♠èr❡
é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ▼❙❙s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈❆▼❯❙✳
✸✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ▼❈❙s ✸✼
✸✳✺✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▼✳❍✳▲✐✣t♦♥
❈❆▼❯❙ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❡♥ rés♦❧✈❛♥t s✉❝❝❡s✲
s✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ▼❛①❙❆❚✱ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ❡t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s✱ ✈♦✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés♦✉t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠✐✲
❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ▼❛①❙❆❚ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛✐s❛❜❧❡ ✭▼❙❙✮✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st
✉♥ ▼❈❙✳ ■❧ ❛❥♦✉t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ r❡st❡ ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛✐s❛❜❧❡✳
▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋
❡♥ ❡♥tré❡ φ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐t❡s ❝❧❛✉s❡✲s❡❧❡❝t♦r✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚
st❛♥❞❛r❞s ♣✉✐ss❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡st φ′✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ Ci ❞❛♥s
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❧❛✉s❡✲s❡❧❡❝t♦r yi
♣♦✉r ❞♦♥♥❡r C ′i = ¬yi ∨ Ci ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ
′✳ ❆✛❡❝t❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ yi
❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❚❘❯❊ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❆✛❡❝t❡r à yi ❛✈❡❝ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❋❆▲❙❊ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳ ❈❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
✇❤✐❧❡ ✭❧✐❣♥❡s ✹✲✶✷✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ k ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té ❞❡
1 ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ▼❈❙ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t φ′ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛✉s❡✲s❡❧❡❝t♦r yi ❛✛❡❝té❡s
❛✈❡❝ ❋❆▲❙❊✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❆t▼♦st✭{¬y1,¬y2, ...,¬yn}✱k✮ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
φ′✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝réé❡ ❡st φ′k✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛✉s❡✲
s❡❧❡❝t♦r ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛ss✐❣♥é❡s à ❋❆▲❙❊✱ ✈♦✐r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✺✳ ▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ✇❤✐❧❡ ✭❧✐❣♥❡s
✻✲✶✵✮ ❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ
✶ ■♥♣✉t ✿ φ ✿ ❆♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❙❆❚ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❈◆❋ ❢♦r♠✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ MCSs ✿ ❚❤❡ s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ▼❈❙s ✐♥ φ✳
✶✿ φ′ ← ❆❞❞❨❱❛rs✭φ✮✳
✷✿ MCSs ← ∅✳
✸✿ k ← 1✳
✹✿ ✇❤✐❧❡ ❙❆❚✭φ′✮ ❞♦
✺✿ φ′k ← φ
′ ∧ ❆t▼♦st✭{¬y1,¬y2, ...,¬yn}✱k✮✳
✻✿ ✇❤✐❧❡ newMCS ← ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧❙❆❚✭φ′k✮ ❞♦
✼✿ MCSs ← MCSs ∪ {newMCS}✳
✽✿ φ′k ← φ
′
k ∧ ❇❧♦❝❦✐♥❣❈❧❛✉s❡✭♥❡✇▼❈❙✮✳
✾✿ φ′ ← φ′ ∧ ❇❧♦❝❦✐♥❣❈❧❛✉s❡✭♥❡✇▼❈❙✮✳
✶✵✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✶✿ k ← k ✰ 1✳
✶✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✸✿ r❡t✉r♥ MCSs
❆♣rès ❝❤❛q✉❡ ▼❈❙ tr♦✉✈é ✭❧✐❣♥❡ ✼✮✱ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à φ′ ❡t φ′k✱
♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✸✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✇❤✐❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ✹✮ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ′ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❡st r❡sté❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
yi✳
❊①❡♠♣❧❡ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C =
{C1, C2, C3, C4, C5, C6}✳ C ❝♦♥t✐❡♥t ❝✐♥q ▼❈❙s ✿ {C1}✱ {C2, C3, C5}✱ {C2, C3, C6}✱
{C2, C4, C5}✱ {C2, C4, C6}✳ ❊①é❝✉t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲✐✣t♦♥ ❡t
❙❛❦❛❧❧❛❤ ✭✈♦✐r ❛❧❣✳ ✾✮ ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ❧❡s ▼❈❙s ❞❛♥s C ✿
✕ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1 ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❆t▼♦st ❛✈❡❝ k = 1✳ ▲❡ s❡✉❧ ▼❈❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1 q✉✐
s❡r❛ ✐s♦❧é ❞❡ C ❡st {C1} q✉✐ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ▼❛①❙❆❚✳ ❆✉❝✉♥ ❛✉tr❡ ▼❈❙ ❞❡
t❛✐❧❧❡ 1 ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❛♣rès ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ q✉✐ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ à {C1}✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❛✉❝✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
▼❈❙✳ ❆♣rès✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ k ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té❡ à 2✳
✕ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❛✉❝✉♥ ▼❈❙ ❞❡ ♣❧✉s ♥✬❡st tr♦✉✈é ❀ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ▼❈❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2 ❞❛♥s C✳
✕ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ▼❈❙s ✿
{C2, C3, C5}✱ {C2, C3, C6}✱ {C2, C4, C5}✱ {C2, C4, C6}✳ ❯♥❡ ❢♦✐s t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s
tr♦✉✈és✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❲❤✐❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛r φ′ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✳
✸✳✺✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❈❙s tr♦✉✈❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥
▼❈❙ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ▼❛①✐♠❛❧❡ ✭▼❛①❙❆❚✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ✉s❛❣❡ ❞❡s ▼❈❙s ❡st ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥
❞❡s ▼❯❙s ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ✉t✐❧✐s❡♥t ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ▼❛①❙❆❚✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ❛♣✲
♣❡❧s ✐tér❛t✐❢s à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ♥♦r♠❛❧ ✭❙❆❚ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ✷✵✶✸❪✳
❈❆▼❯❙ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ▼❛①❙❆❚ ❡st ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s q✉✐
♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s✳ ❊❧❧❡ rés♦✉t ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ▼❛①❙❆❚ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉✐ ❡①❝❧✉t ❧❡s ▼❈❙s tr♦✉✈és
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳
✸✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ▼❯❙s
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ■■❙✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐tés✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs
■■❙s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❡s ✐s♦❧❡r✳
❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ■■❙s ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❝②❝❧✐q✉❡ ❬❈❤✐♥♥❡❝❦ ✷✵✵✽❪ ✿
✸✳✻✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ▼❯❙s ✸✾
✶✳ ✐s♦❧❡r ✉♥ ■■❙ ❀
✷✳ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ■■❙ ❀
✸✳ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❛❧❧❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✭✶✮✳
❊♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s C✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ♣❡✉✈❡♥t ♥♦✉s r❡t♦✉r♥❡r ❞✬❛✉tr❡s ■■❙s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❛ï✈❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
t♦✉s ❧❡s ■■❙s ❝♦♥s✐st❡ à ❡ss❛②❡r t♦✉s ❧❡s ré❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✮ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ ❡st n!✱ ♦ù n = |C|✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉①✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s ■■❙✴▼❯❙s✱ ♥♦✉s ❡♥ ❝✐t♦♥s
❝❡rt❛✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛r❜r❡ CS − tree ❝❡✉① ❞❡
❍♦✉ ❬❍♦✉ ✶✾✾✹❪ ❡t ❞❡ ❍❛♥ ❡t ▲❡❡ ❬❍❛♥ ✶✾✾✾❪✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s é♥✉♠èr❡♥t ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡t t❡st❡♥t ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ CS− tree r❡♣rés❡♥t❡ C✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ n
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ C✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ❞❛♥s S✱ n ❛ ✉♥ ♥÷✉❞
✜❧s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S\c✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥÷✉❞ n r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
S ❞❡ C✱ ❡t q✉❡ S ❡st ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✜❧s ❞❡ n r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs S ❡st ✉♥ ■■❙✴▼❯❙✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❛♥ ❡t ▲❡❡ ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍♦✉ ❬❍♦✉ ✶✾✾✹❪✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍♦✉ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ CS − tree✱ ❡t ✐❧
② ❛ ❞❡s ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ ♣❡✉t r❛t❡r ❞❡s ■■❙s ✭♠ét❤♦❞❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ❧✬❛r❜r❡ CS − tree ❞❡ C✱ t♦✉t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ rè❣❧❡s✳ ▲❡ rô❧❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❡st ❞✬❛rrêt❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥÷✉❞s✱
s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❍♦✉✱ ❡t ❞❡ ❍❛♥ ❡t
▲❡❡✱ ✧❢❡r♠❡r ✉♥ ♥÷✉❞✧ ♣r❡♥❞ ❧❡ s❡♥s ❞✬ ✧❛rrêt❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞✧✳
✸✳✻✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❆❆
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❆❆ ✭t❤❡ ❉✉❛❧✐③❡ ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ ❞❡ ❇❛✐❧❡② ❡t
❙t✉❝❦❡② ❬❇❛✐❧❡② ✷✵✵✺❪ ✭❝❢✳ ❛❧❣✳ ✶✵✮ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ▼❈❙s ❡t ▼❯❙s✳ ❉❆❆ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣r♦✇✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❇❛s✐❝ ▲✐♥❡❛r
❙❡❛r❝❤ ✭❝❢✳ ❛❧❣✳ ✶✮✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ▼❙❙s ❡t ❧❡✉rs ▼❈❙s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡
❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡s ▼❈❙s tr♦✉✈és ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s
♠✐♥✐♠❛❧❡s ✭♠✐♥✐♠❛❧ tr❛♥s✈❡rs❛❧s✮ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✿
✕ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ C✳
✕ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡ seed ⊆ C✳
❆♣rès ❝❤❛q✉❡ ▼❈❙ tr♦✉✈é✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❆❆ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞❡s ▼❈❙s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣r♦✇✳ P✉✐s✱ ✐❧ t❡st❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❈❙s ❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t✱ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ▼❯❙✳ ❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡
❡st tr♦✉✈é ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣r♦❝❤❛✐♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣r♦✇ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ▼❙❙✴▼❈❙✳
✹✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❛✐❧❡② ❡t ❙t✉❝❦❡② ❬❇❛✐❧❡② ✷✵✵✺❪ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ▼❈❙s ❡t
❧❡s ▼❯❙s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❆❆ ♣♦✉r é♥✉♠ér❡r ❧❡s ▼❙❙s ❡t ▼❯❙s ❞✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✶ ■♥♣✉t ✿ C ✿✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ ▼❙❙s ❛♥❞ ▼❯❙s ♦❢ C ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✳
✶✿ MCSs✱MUSs✱seed ← ∅
✷✿ haveSeed ← True
✸✿ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈❡❙❡❡❞ ❞♦
✹✿ MSSs ← ❣r♦✇✭seed✱C✮
✺✿ ②✐❡❧❞ MSSs
✻✿ MCSs ← ∪ {C\MSS} ✪ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ▼❙❙ ✐s ❛♥ ▼❈❙
✼✿ haveSeed ← False
✽✿ ❢♦r candidate ∈ ✭❍✐tt✐♥❣❙❡ts✭MCSs✮ \ MUSs✮ ❞♦
✾✿ ✐❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ t❤❡♥
✶✵✿ seed ← candidate
✶✶✿ haveSeed ← True
✶✷✿ ❡❧s❡
✶✸✿ ②✐❡❧❞ candidate
✶✹✿ MUSs ← MUSs ∪ {candidate}
✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✻✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✽✿ r❡t✉r♥ MUSs✱ MSSs
❊①❡♠♣❧❡ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✶✺❪ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ à tr❛✈❡rs ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡①é❝✉t❡r ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❉❆❆ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t ✿ C = {C1 : (a), C2 : (¬a), C3 :
(¬a ∨ b), C4 : (¬b)}✳ ▲❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ❣r♦✇✭∅✮ → ▼❙❙ ✿ {C1, C3}✱ ❧❡ ▼❈❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿ {C2, C4}
✕ ▼❈❙s ❂ {{C2, C4}}
✕ ❍✐tt✐♥❣❙❡ts✭MCSs✮ ❂ {{C2}, {C4}}
▲❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s {{c2}, {C4}} s♦♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳ ❯♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
✭❡①❡♠♣❧❡ {C2}✮ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❣r♦✇✳
✕ ❣r♦✇✭{C2}✮ → ▼❙❙ ✿ {C2, C3, C4}✱ ❧❡ ▼❈❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿ {C1}
✕ ▼❈❙s ❂ {{C2, C4}, {C1}}
✕ ❍✐tt✐♥❣❙❡ts✭MCSs✮ ❂ {{C1, C2}, {C1, C4}}
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ {C1, C2} ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ✭{C1, C4}✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐s✲
❛❜❧❡✳ ❉♦♥❝✱ {C1, C2} ❡st ❛✣❝❤é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ▼❯❙✳ {C1, C4} ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥
❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❣r♦✇✳
✕ ❣r♦✇✭{C1, C4}✮ → ▼❙❙ ✿ {C1, C4}✱ ❧❡ ▼❈❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿ {C2, C3}
✸✳✻✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ▼❯❙s ✹✶
✕ ▼❈❙s ❂ {{C2, C4}, {C1}, {C2, C4}}
✕ ❍✐tt✐♥❣❙❡ts✭MCSs✮ ❂ {{C1, C2}, {C1, C3, C4}}
▲❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s tr♦✉✈é❡s s♦♥t t♦✉t❡s ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ▼❯❙ ❞é❥à tr♦✉✈é✮✳ ❆✐♥s✐✱ {C1, C3, C4}} ❡st ❛✣❝❤é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦✉✲
✈❡❛✉ ▼❯❙ tr♦✉✈é✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ tr♦✉✈é t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s✱ ❞♦♥❝ ✐❧ s✬❛rrêt❡✳
✸✳✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈❆▼❯❙
▼✳❍✳▲✐✣t♦♥ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✺✱ ▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽✱ ▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❈❆▼❯❙ ✭❈♦♠♣✉t❡ ❆❧❧ ▼✐♥✐♠❛❧ ❯♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❙✉❜s❡ts✮✳ ❈❆✲
▼❯❙ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡t ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ▼❯❙s ❬❉❡ ❑❧❡❡r ✶✾✽✼✱ ❘❡✐t❡r ✶✾✽✼❪✳
P♦✉r ❣é♥ér❡r t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s✱ ❈❆▼❯❙ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡
t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s✱ ❡t ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❆▼❯❙ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t
t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❝♦✉✈r❛♥t t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡✳
❈❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ❝♦✉✈r❡ t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❡t q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ tr♦✉✈é
s♦✐t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✭♠✐♥✐♠❛❧✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ▼❯❙ ♦❜t❡♥✉ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ s❡✉❧❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ▼❈❙✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ {{C1, C2, C3}, {C2, C4}}✱ ✉♥❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡
❝♦✉✈❡rt✉r❡ q✉✐ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❡①❡♠♣❧❡ {C1, C2} ✭C1 ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t✮✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▼✳❍✳▲✐✣t♦♥ ❢♦r❝❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ à ♥❡ ♣❛s êtr❡
r❡❞♦♥❞❛♥t❡✳ ❊①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ▼❈❙s {{C1, C2, C3}, {C2, C4}, {C2, C5}}✱
♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C3 ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ▼❯❙✳ ❊❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ▼❈❙✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❢♦r❝❡ C3 ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♥♦♥✲r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ♣❛r ❧❛ s✉♣♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡ C1 ❡t C2✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❣❛r❞❡ {{C4}, {C5}} ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❛♥t✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ✭♥♦♠♠é Pr♦♣❛❣❛t❡❈❤♦✐❝❡✮ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t ❞✉
▼❈❙ q✉✐ ❧❛ ❝♦♥t✐❡♥t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ s❡✉❧ ■■❙ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✹✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❝✐té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❞❡s ▼❈❙s ❡t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❝❧❛✉s❡ thisClause ✐rr❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❝♦✉✈r❛♥t thisMCS
✶ ■♥♣✉t ✿ MCSs ✿ ❚❤❡ s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ▼❈❙s ✐♥ φ ❀ thisClause ✿ ❆ ❝❧❛✉s❡
✐♥ ▼❈❙s ❀ thisMCS ✿ ❚❤❡ ▼❈❙ ✐♥ ✇❤✐❝❤ thisClause ❛♣❡❛rs✳
✶✿ ❢♦r ❡❛❝❤ clause ∈ thisMCS ❞♦
✷✿ ❢♦r ❡❛❝❤ testMCS ∈ MCSs ❞♦
✸✿ ✐❢ clause ∈ testMCS t❤❡♥
✹✿ testMCS ← testMCS ✲ {clause}✳
✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✻✿ ❡♥❞ ❢♦r
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r
✽✿ ❢♦r ❡❛❝❤ testMCS ∈ MCSs ❞♦
✾✿ ✐❢ thisClause ∈ testMCS t❤❡♥
✶✵✿ MCSs ← MCSs ✲ {testMCS}✳
✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✸✿ ▼❛✐♥t❛✐♥◆♦❙✉♣❡rs❡ts✭MCSs✮
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
▼❈❙s
✶ ■♥♣✉t ✿ MCSs ✿ ❚❤❡ s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ▼❈❙s ✐♥ φ✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ MUS ✿ ❆ ▼❯❙ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ▼❈❙s✳
✶✿ MUS ← ∅✳
✷✿ ✇❤✐❧❡ MCSs 6= ∅ ❞♦
✸✿ selClause ← ❙❡❧❡❝t❘❡♠❛✐♥✐♥❣❈❧❛✉s❡✭MCSs✮✳ ✪ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛
❝❧❛✉s❡ ✐♥ MCSs✳
✹✿ selMCS ← ❙❡❧❡❝t▼❈❙❈♦♥t❛✐♥✐♥❣✭MCSs✱selClause✮✳ ✪ ❙❡❧❡❝t
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛ ▼❈❙ s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ selClause ❜❡❧♦♥❣s✳
✺✿ MUS ← MUS ∪ {selClause}✳
✻✿ Pr♦♣❛❣❛t❡❈❤♦✐❝❡✭▼❈❙s✱s❡❧❈❧❛✉s❡✱s❡❧▼❈❙✮
✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✽✿ r❡t✉r♥ MUS✳
❈❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ▼❯❙✱
▼✳❍✳▲✐✣t♦♥ ❛ ❢♦♥❞é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s ré❝✉rs✐✈❡✲
♠❡♥t✱ ♥♦t❛♥t q✉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t ❞✬✉♥ ▼❈❙ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ✈♦✐r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸ ❡t ✹ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ✭♥♦♠♠é ❆❧❧✲
▼❯❙s✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❈❙s r❡st❛♥ts ❡t ❧❡ ▼❯❙ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é
❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ✭✐♥✐t✐❛❧✐sés à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥
♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧ ♥❡
r❡st❡ ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡MCSs ✭❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ✈♦✐r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✶✲✹✮✱ ✐❧
✸✳✻✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ▼❯❙s ✹✸
❛✣❝❤❡ ❧❡ ▼❯❙ ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té ❡♥ ❝♦✉rs ❡t r❡t♦✉r♥❡ ♣♦✉r
❡①♣❧♦r❡r ❞✬❛✉tr❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ✺✲✶✷ ✐tèr❡♥t s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡
❝❧❛✉s❡ q✉✐ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ▼❯❙ ❡t ✉♥ ▼❈❙ ❞❛♥s ❧❡ q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ Pr♦♣❛❣❛t❡❈❤♦✐❝❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ▼❈❙s ❝♦✉r❛♥t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ▼❯❙s ❞❛♥s
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ▼❈❙s
✶ ■♥♣✉t ✿ MCSs ✿ ❚❤❡ s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ▼❈❙s ✐♥ φ ❀ currentMUS ✿ ❚❤❡
▼❯❙ ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ MUSs ✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ▼❯❙s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ▼❈❙s✳
✶✿ ✐❢ MRSs == ∅ t❤❡♥
✷✿ ♣r✐♥t currentMUS✳
✸✿ r❡t✉r♥
✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✺✿ ❢♦r ❡❛❝❤ selClause ∈ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣❈❧❛✉s❡✭MCSs✮ ❞♦
✻✿ newMUS ← currentMUS ∪ selClause✳
✼✿ ❢♦r selMCS ∈ MCSs s✉❝❤ t❤❛t selClause ∈ selMCS ❞♦
✽✿ newMCSs ← MCSs✳
✾✿ Pr♦♣❛❣❛t❡❈❤♦✐❝❡✭newMCSs✱selClause✱selMCS✮✳
✶✵✿ ❆❧❧▼❯❙s✭newMCSs✱newMUS✮
✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✸✿ r❡t✉r♥
✸✳✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆❘❈❖
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼❆❘❈❖ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✶✸❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡
é♥✉♠ér❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ▼❯❙s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✭❍♦✉ ❬❍♦✉ ✶✾✾✹❪✱
❇❛♥❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬❞❡ ❧❛ ❇❛♥❞❛ ✷✵✵✸❪✮✱ ❉❆❆ ❬❇❛✐❧❡② ✷✵✵✺❪✱ ❈❆▼❯❙ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ C✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ C ✭P (C)✮✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ à
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❇♦♦❧❡✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f : P (C) → {0, 1} r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ |C| ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ xi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Ci ∈ C✳ P♦✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ C ′ ⊆ C✱ f(C ′) = 1 ss✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ′ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❡①♣❧♦ré✳ ❉❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆❘❈❖ ✭❝❢✳ ❛❧❣✳ ✶✹✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st st♦❝❦é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭Map✮✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ P (C)✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠
▼❆❘❈❖ ✭▼❛♣♣✐♥❣❘❡❣✐♦♥s ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t s❡ts✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡Map ❡st
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡ ✭✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✮✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ C ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❡①♣❧♦rés✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Map r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P (C) ♥♦♥ ❡①♣❧♦ré ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▼❆❘❈❖ ♣r♦❥❡tt❡
✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t Map s✉r C ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ❡①♣❧♦ré✱
✹✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
♥♦té seed ✭❧✐❣♥❡ ✹✮✳ ❙✐ seed ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❞❡✈r❛ êtr❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬✉♥ ▼❙❙✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣r♦✇ ✭❧✐❣♥❡ ✻✮ ❀ s✐♥♦♥ ✐❧
❞❡✈r❛ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ ▼❯❙ ✭■■❙✮✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❤r✐♥❦
✭❧✐❣♥❡ ✶✶✮✳ ❆♣rès ❝❤❛q✉❡ ▼❙❙ ♦✉ ▼❯❙ ♦❜t❡♥✉✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ à
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Map ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❛ été ❡①♣❧♦ré❡ ✭❧✐❣♥❡ ✽ ❡t ✶✷✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ▼❙❙
M tr♦✉✈é✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛✉tr❡ ▼❙❙✱ ▼❆❘❈❖ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t
q✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ▼❙❙ ❞❡✈r❛ ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à
M ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❜❧♦❝❦❉♦✇♥✭M✮ ≡
∨
i:Ci /∈M
xi ✳ P♦✉r ✉♥ ▼❯❙ W ✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ♣♦✉r ❜❧♦q✉❡r t♦✉s ❧❡s s✉r✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ W ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❜❧♦❝❦❯♣✭W ✮ ≡∨
i:Ci∈W
¬xi✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▼❆❘❈❖ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✶✺❪ ✿
✕ ❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❡①♣❧♦ré ❞❛♥s P (C)✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ C
♥♦té seed ❀
✕ ❚❡st❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ seed ❀
✕ ❆✉❣♠❡♥t❡r ♦✉ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ seed à ✉♥ ▼❙❙ ♦✉ à ✉♥ ▼❯❙ s✬✐❧ ❡st r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♦✉ ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ❀
✕ ▼❛rq✉❡r ❧❛ ré❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s Map ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧♦ré❡✳
❈❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ▼❯❙ ♦✉ ▼❙❙✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡
t❡r♠✐♥❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♦♥t été ❡①♣❧♦rés ❡t t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s ❡t ▼❙❙s
♦♥t été tr♦✉✈és✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✹✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆❘❈❖ ♣♦✉r é♥✉♠ér❡r ❧❡s ▼❙❙s ❡t ❧❡s ▼❯❙s
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✶ ■♥♣✉t ✿ C = {C1, ..., Cn} ✿✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳
✷ ❖✉t♣✉t ✿ ▼❙❙s ❛♥❞ ▼❯❙s ♦❢ C✳
✶✿ Map ← ❇♦♦❧❋♦r♠✉❧❛✭nvars = |C|✮ ✪ ❊♠♣t② ❢♦r♠✉❧❛ ♦✈❡r |C| ❇♦♦❧❡❛♥
✈❛r✐❛❜❧❡s
✷✿ ✇❤✐❧❡ ▼❛♣ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞♦
✸✿ m ← ❣❡t▼♦❞❡❧✭Map✮
✹✿ seed ← {Ci ∈ C : m[xi] = True}
✺✿ ✐❢ s❡❡❞ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ t❤❡♥
✻✿ MSS ← ❣r♦✇✭s❡❡❞✱❈✮
✼✿ ②✐❡❧❞ ▼❙❙
✽✿ Map ← Map ∧ ❜❧♦❝❦❉♦✇♥✭MSS✮
✾✿ ❡❧s❡
✶✵✿ MUS ← s❤r✐♥❦✭s❡❡❞✱❈✮
✶✶✿ ②✐❡❧❞ ▼❯❙
✶✷✿ Map ← Map ∧ ❜❧♦❝❦❯♣✭MUS✮
✶✸✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✹✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✸✳✻✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ▼❯❙s ✹✺
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ Map←❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ s✉r {x1, x2, x3, x4}
■tér❛t✐♦♥ ✶ Map = ⊤ ✿ ❙❆❚
❣❡t▼♦❞❡❧ → [x1, x2, x3, x4]
seed← {C1, C2, C3, C4} ✿ ❯◆❙❆❚
s❤r✐♥❦ → ▼❯❙ ✿ {C1, C2, C3}
Map←Map ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ x3)
■tér❛t✐♦♥ ✷ Map = (¬x1 ∨ x2 ∨ x3) ✿ ❙❆❚
❣❡t▼♦❞❡❧ → [¬x1, x2, x3, x4]
seed← {C2, C3, C4} ✿ ❙❆❚
❣r♦✇ → ▼❙❙ ✿ {C2, C3, C4}✱ ❧❡ ▼❈❙ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿ {C1}
Map←Map ∧ (x1)
■tér❛t✐♦♥ ✸ Map = (¬x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1) ✿ ❙❆❚
❣❡t▼♦❞❡❧ → [x1,¬x2, x3, x4]
seed← {C1, C3, C4} ✿ ❯◆❙❆❚
s❤r✐♥❦ → ▼❯❙ ✿ {C1, C4}
Map←Map ∧ (¬x1 ∨ ¬x4)
■tér❛t✐♦♥ ✹ Map = (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1) ∧ (¬x1 ∨ ¬x4) ✿ ❙❆❚
❣❡t▼♦❞❡❧ → [x1,¬x2, x3,¬x4]
seed← {C1, C3} ✿ ❙❆❚
❣r♦✇ → ▼❙❙ ✿ {C1, C3}✱ ❧❡ ▼❈❙ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st {C2, C4}
Map←Map ∧ (x2 ∨ x4)
■tér❛t✐♦♥ ✹ Map = (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1) ∧ (¬x1 ∨ ¬x4) ∧ (x2 ∨ x4) ✿ ❙❆❚
❣❡t▼♦❞❡❧ → [x1, x2,¬x3,¬x4]
seed← {C1, C2} ✿ ❙❆❚
❣r♦✇ → ▼❙❙ ✿ {C1, C2}✱ ❧❡ ▼❈❙ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st {C3, C4}
Map←Map ∧ (x3 ∨ x4)
■tér❛t✐♦♥ ✹ Map = (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1) ∧ (¬x1 ∨ ¬x4) ∧ (x3 ∨ x4) ✿ ❙❆❚
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆❘❈❖✳
❊①❡♠♣❧❡ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✶✺❪ ❙♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ C = {C1 =
(a), C2 = (¬a ∨ b), C3 = (¬b), C4 = (¬a)} q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ▼❯❙s ❡t tr♦✐s ▼❈❙s ✿
{MUSs = {C1, C2}, {C1, C3, C4}}✱ MCSs = {{C1}, {C2, C4}, {C2, C3}}✳ ❉❛♥s ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✼✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ❝♦♠♠❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❈❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥s ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♥✲
t✐❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡s ❛r❝s r❡❧✐❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✈❡❝
❧❡✉rs s✉r❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♠♠é❞✐❛ts ❡t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳
▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❞ér♦✉❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆❘❈❖ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ❧❡s ▼❯❙s ❡t ▼❈❙s✳
❈❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s P (C) ❡st s♦✐t s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦✉ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉s✲
tr❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ♦✉ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡s s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❞❡
P (C)✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦❧♦r❡r ❧❡s ♥♦❡✉❞s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡ ✈❡rt ❡t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥s❛t✐s✜✲
❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡ r♦✉❣❡✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❉❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ✈❡rt❡✱ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡s ▼❙❙s s♦♥t
✹✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
{C1, C2, C3, C4}
{C1, C2, C3} {C1, C2, C4} {C1, C3, C4} {C2, C3, C4}
{C1, C2} {C1, C3} {C1, C4} {C2, C3} {C2, C4} {C3, C4}
C1 C2 C3 C4
∅
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C = {C1, C2, C3, C4}✳
❡♥ ❤❛✉t ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ▼❙❙ ❡st ♠❛①✐♠❛❧✮✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡s ▼❯❙s s♦♥t ❡♥ ❜❛s ❞❡
❧❛ ré❣✐♦♥ r♦✉❣❡ ✭✉♥ ▼❯❙ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧✮✳
✸✳✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❆❆ ❡①♣❧♦✐t❡ ❛✉ss✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ▼❈❙s ❡t ▼❯❙s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❆✲
▼❯❙ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡st q✉❡ ❈❆▼❯❙ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s✱ ♣✉✐s ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s✭❧❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s
♠✐♥✐♠❛❧❡s✮ ❀ ❛❧♦rs q✉❡ ❉❆❆ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❞❡✉① t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ❉❆❆
❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ▼❈❙s ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ▼❈❙ ❝❛❧✲
❝✉❧é✳ ❙❡❧♦♥ ❬❇❛✐❧❡② ✷✵✵✺❪✱ ❉❆❆ ❞é♣❛ss❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❇❛♥❞❛ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬❞❡ ❧❛ ❇❛♥❞❛ ✷✵✵✸❪✳ ❈❆▼❯❙
s♦✉✛r❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ▼❈❙s ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ❈❡❧❛ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t
♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❣rès s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❯❙s✱ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ▼❯❙s ❡st ❧❛♥❝é ❛♣rès q✉❡ ❧❡s ▼❈❙s s♦♥t t♦✉s ❝❛❧❝✉❧és✳ ❉❆❆ ❡st ♠✐❡✉①✱ ♠❛✐s ✐❧
♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛s tr♦✉✈❡r ✉♥ ▼❯❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k s✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s tr♦✉✈é ❛✉ ♠♦✐♥s k ▼❈❙s✳
▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s r❛♣♣♦rté❡s ❞❛♥s ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✶✸❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❈❆▼❯❙ ♣❡✉t
é♥✉♠ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ▼❯❙s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ▼❆❘❈❖✱ t❛♥❞✐s q✉❡
▼❆❘❈❖ ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ▼❯❙s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
✸✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✹✼
{C1, C2, C3, C4}
{C1, C2, C3} {C1, C2, C4} {C1, C3, C4} {C2, C3, C4}
{C1, C2} {C1, C3} {C1, C4} {C2, C3} {C2, C4} {C3, C4}
C1 C2 C3 C4
∅
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❝♦❧♦ré ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❙❆❚
✭❝♦❧♦rés ❡♥ ✈❡rt✮ ❡t ❯◆❙❆❚ ✭❝♦❧♦rés ❡♥ r♦✉❣❡✮ ❞❛♥s P (C)✱ ♦ù C = {C1, C2, C3, C4}✳
✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ✭♦✉ ❞✐t s✉r✲❝♦♥tr❛✐♥t✮ s✐
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❬▼❡s❡❣✉❡r ✷✵✵✸❪✳ ▲❡s
▼❈❙s ❡t ▼❯❙s s♦♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ▲❡ s✉❥❡t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♠♣ér❛t✐❢ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝❛r ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❞♦✐t ❛♥❛❧②s❡r ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s
s✉s♣❡❝t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr❛❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛ é❝❤♦✉é✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦✉s ❧❡ tr❛❞✉✐s♦♥s ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ❡st ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ■❧ s✉✣t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬✐s♦❧❡r ❧❡s ▼❈❙s ❡t ▼❯❙s
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡❝❤❡r❝❤és✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳ ❉♦♥❝✱ tr♦✉✈❡r ❧❡s ▼❈❙s ✭éq✉✐✈❛❧❡♥t à tr♦✉✈❡r ❧❡✉rs ▼❙❙s
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✮ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ q✉❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ▼❯❙s ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦rté ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡
❞❡ ❈❆▼❯❙ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ▼❈❙s✱ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ▼❈❙s
❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳
➚ tr❛✈❡rs ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥✲
♥✉❡s ♣♦✉r ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t
✹✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ▼❈❙ ❡t ▼❯❙ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♠✐♥✐♠❡s ❡t ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❡s✳
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❆♣♣r♦❝❤❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ♣rés❡♥t❡r ♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és
❡t ✉t✐❧✐sés✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡rr♦♥é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❇✉❣
❖❢❢✲❜②✲♦♥❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜♦r♥é❡ à ❜❛s❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
✧❇❡✇❛r❡ ♦❢ ❜✉❣s ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦❞❡ ❀ ■ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♣r♦✈❡❞
✐t ❝♦rr❡❝t✱ ♥♦t tr✐❡❞ ✐t✳✧ ✕ ❉♦♥❛❧❞ ❑♥✉t❤
❙♦♠♠❛✐r❡
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✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✹✳✸ ◆♦t❛t✐♦♥ ≤ k✲❉❈▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
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✹✳✹✳✶ ❇▼❈ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✹✳✹✳✷ ▼❈❙s ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✹✳✹✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
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✹✳✺ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ♦✉ ❞❡ tr❛❝❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs✱ ✉♥ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦❡r ❢♦✉r♥✐t ✉♥
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♦✉ ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡✱ ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ✐♥térêt très ❧✐♠✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r q✉✐ ❞♦✐t ❞é❜✉❣❣❡r
s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs
❡st ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❝♦ût❡✉①✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡✉rs
❡①♣ér✐♠❡♥tés✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭PP❈✱ ♦✉ ❈P ♣♦✉r ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ♣♦✉r
❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
✺✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜♦r♥é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
❛ été tr♦✉✈é ❀ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❡♥tré❡ q✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❛✐❞❡r à ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❈❋● ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❋❧♦t ❞❡ ❈♦♥trô❧❡✮ ♦ù
❛✉ ♣❧✉s k ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❡rr❡✉rs✳ P✉✐s✱
♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭♦✉
▼❈❙s ✲ ▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙❡ts✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡✳ ▲❡ r❡tr❛✐t ❞✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ▼❙❙ ✭▼❛①✐♠❛❧ ❙❛t✐s✜❛❜❧❡ ❙✉❜s❡t✮ q✉✐ q✉✐ r❡♥❞
❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ▲✐✣t♦♥ ❡t ❙❛❦❛❧❧❛❤ ✭✈♦✐r ❛❧❣✳ ✾✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st str✉❝t✉ré ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t
▲♦❝❋❛✉❧ts tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✐♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ≤ k✲
❉❈▼ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧❧❛♥t ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡rr♦♥é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❜✉❣ ❖✛✲❜②✲♦♥❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✻ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✹✳✶✮✳ ▲❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs
{i, j} ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ i− j✳ ❯♥❡ ❡rr❡✉r ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡
s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✵✱ ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ {i = 0, j = 1}✱ ❆❜s▼✐♥✉s r❡t♦✉r♥❡
−1✳ ▲❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♥♦té❡ POST ✮ ❡st result = |i− j|✳
✶ ✶ ❝ ❧ ❛ s s ❆❜s▼✐♥✉s ④
✷ ✷ ✴∗ ■ ❧ r ❡♥✈♦ ✐ ❡ ⑤ ✐−❥ ⑤ ✱ ❧ ❛ ✈❛ ❧ ❡✉r ❛❜s♦ ❧✉❡ ❞❡ ✐ ♠♦✐♥s ❥ ∗✴
✸ ✸ ✴∗❅ ❡♥s✉r❡s
✹ ✹ ❅ ✭ ✭ ✐ ❁ ❥ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ ❥−✐ ✮ ✮ ✫✫
✺ ✺ ❅ ✭✭ ✐ ❃❂ ❥ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ ✐−❥ ✮ ✮ ❀ ∗✴
✻ ✻ ✐♥ t ❆❜s▼✐♥✉s ✭ ✐ ♥ t ✐ ✱ ✐ ♥ t ❥ ✮ ④
✼ ✼ ✐♥ t r ❡ s ✉ ❧ t ❀
✽ ✽ ✐ ♥ t ❦ ❂ ✵ ❀
✾ ✾ ✐ ❢ ✭ ✐ ❁❂ ❥ ✮ ④
✶✵ ✶✵ ❦ ❂ ❦✰✷❀ ⑥ ✴✴ ❡ r r ❡✉ r ✿ ❦ ❂ ❦ ✰ ✷ ❛✉ ❧ ✐ ❡ ✉ ❞❡ ❦ ❂ ❦ ✰ ✶
✶✶ ✶✶ ✐ ❢ ✭ ❦ ❂❂ ✶ ✫✫ ✐ ✦❂ ❥ ✮ ④
✶✷ ✶✷ r ❡ s ✉ ❧ t ❂ ❥−✐ ❀ ⑥
✶✸ ✶✸ ❡ ❧ s ❡ ④
✶✹ ✶✹ r ❡ s ✉ ❧ t ❂ ✐−❥ ❀ ⑥
✶✺ ✶✺ r❡t✉r♥ r ❡ s ✉ ❧ t ❀ ⑥ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❈❋●✮ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s ❡t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
❡rr♦♥é s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❞✬❡♥tré❡ ✿ {i = 0, j = 1}✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❝♦❧❧❡❝t❡ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✹✳✷✳✭❜✮
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C1 = {i0 = 0, j0 = 1, k0 = 0, k1 = k0 + 2, r1 = i0 − j0} ✶✳
P✉✐s✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ C1 ∪ POST ✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ▼❈❙ ♣❡✉t êtr❡
tr♦✉✈é ✿ {r1 = i0 − j0}✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
✶✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❉❙❆ ❬❇❛r♥❡tt ✷✵✵✺❪ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡st ❛✛❡❝té❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❈❋●✳
✹✳✸✳ ◆♦t❛t✐♦♥ ≤ k✲❉❈▼ ✺✸
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡s✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉s♣❡❝t❡ s✉r ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ❡st
❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ✶✹✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▲❡ ❈❋● ❡t ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s
❊♥s✉✐t❡✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✭❛✮✱ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rt✮ ♣r♦❞✉✐t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❛ ♣♦st✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ♥♦✉s ❧✬✐❣♥♦r♦♥s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳✭❜✮✱
❝❤❡♠✐♥ ❜❧❡✉✮ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❉♦♥❝✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts
❝♦❧❧❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✹✳✸✳✭❜✮ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞é✈✐é❡✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦ts C2 = {i = 0, j = 1, k0 = 0, k1 = k0 + 2}✳ P✉✐s ▲♦❝❋❛✉❧ts
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ▼❈❙ ❞❡ C2 ∪ ¬(k = 1 ∧ i 6= j) ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡s ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣r❡♥♥❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ✿
✕ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✶ ❀
✕ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✵ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❧❡ s❡✉❧ ▼❈❙
❞❛♥s C2 ∪ ¬(k = 1 ∧ i 6= j)✳
P✉✐s✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts t❡♥t❡ ❞❡ ❞é✈✐❡r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡
❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s s♦♥t ❞é✈✐é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣ré✜①❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❡♠✐♥ ❞é✈✐é✱ ♥♦✉s ❧❡ r❡❥❡t♦♥s✳
✹✳✸ ◆♦t❛t✐♦♥ ≤ k✲❉❈▼
❙♦✐t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡rr♦♥é ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ ✉♥ ❈❋● G = (C,A,E) ✿ C ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♥÷✉❞s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ E ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛r❝s✱ ❡t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ❉❈ ✭❉é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✮ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✺✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜♦r♥é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s
D ⊆ C t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡
● à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ♥✐é ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ❞❛♥s D✱ ♣❡r♠❡t ❡♥ s♦rt✐❡
❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❉❈ ❡st ❞✐t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❉❈▼ ♣♦✉r ❉é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ▼✐♥✐♠❛❧❡✮✱ ♦✉ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
r❡t✐ré ❞❡ D s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ♣❡r❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ D ❡st ✉♥❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡
❞é✈✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ≤ k✲❉❈▼ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ❉❈▼s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à k✳
❊①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❈❋● ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✹✳✷✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1 ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ {i = 0, j = 1}✳ ❈❡rt❡s✱ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥
④i ≤ j✱k = 1∧i 6= j⑥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❀
❧❛ s❡✉❧❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ④k = 1 ∧ i 6= j⑥✳
✹✳✹ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡✱ à s❛✈♦✐r ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✧❇♦✉♥❞❡❞ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✧ ✭❇▼❈✮ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ▼❈❙s ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❧✐♠✐té❡ s✉r
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ✿ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ▼❈❙s ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡
❜♦r♥é❡ s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭♦✉
❉❋❙✱ ♣♦✉r ❉❡♣t❤ ❋✐rst ❙❡❛r❝❤✮ s✉r ❧❡ ❈❋● ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s
❝♦♠♠❡♥t ▲♦❝❋❛✉❧ts s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ tr❛ç❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✳
✷✳ ❖♥ ♥✐❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ♦ù ♦♥ ❞❡✈❛✐t ❛❧❧❡r✳
✹✳✹✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✺✺
✹✳✹✳✶ ❇▼❈ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✏❇♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✑ ✭❇▼❈✮
♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❬❈♦❧❧❛✈✐③③❛ ✷✵✶✵✱ ❈♦❧❧❛✈✐③③❛ ✷✵✶✹❪✳ ❊♥ ❇▼❈✱ ❧❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❞é♣❧✐és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ b✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t
r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❛✉ ♣❧✉s b✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♥♦♥✲❝♦♥❢♦r♠✐tés ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ❍♦❛r❡ ④PRE✱PROGb✱POST⑥✱ ♦ù PRE ❡st ❧❛ ♣ré✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ PROGb
❡st ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞é♣❧✐é b ❢♦✐s ❡t POST ❡st ❧❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st
♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ = PRE ∧ PROGb ∧ ¬POST ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Φ ❡st ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t ✉♥ ❝❛s ❞❡ ♥♦♥
❝♦♥❢♦r♠✐té✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ♣ré✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♠❛✐s ♥❡
s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❈P❇P❱ ❬❈♦❧❧❛✈✐③③❛ ✷✵✶✵❪ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❇▼❈ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s✳❈P❇P❱ tr❛♥s❢♦r♠❡ PRE ❡t POST ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t tr❛♥s❢♦r♠❡ PROGb ❡♥
✉♥ ❈❋● ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s s♦♥t tr❛❞✉✐t❡s ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✸✳
❈P❇P❱ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❈❙P ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ à ❧❛ ✈♦❧é❡✱ ♣❛r ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉
❣r❛♣❤❡✳ ➚ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❡ ❈❙P ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ PRE ❡t ¬POST ✱ ♣✉✐s ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
◗✉❛♥❞ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥♦❡✉❞ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❛tt❡✐♥t✱ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ ❈❙P ❡st t❡sté❡✳ ❙✬✐❧
❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ s✐♥♦♥✱ ✉♥ r❡t♦✉r ❛rr✐èr❡ ❡st ❡❢✲
❢❡❝t✉é ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞✉ ❈❋●✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♦♥t été ❡①♣❧♦rés
s❛♥s tr♦✉✈❡r ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
✭s♦✉s rés❡r✈❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✮✳
✹✳✹✳✷ ▼❈❙s ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs
▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❇▼❈✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐t CE ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ❈❙P
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ PRE ❡t ¬POST ✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥✲
❝♦rr❡❝t ❞❡ PROGb ♥♦té PATH✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❈❙P C = CE ∪ PRE ∪ PATH ∪ POST
❡st ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ CE ❡st ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❛ ♣♦st✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭♦✉ ▼❈❙ ✲ ▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙❡t✮
❞❡ C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥❧❡✈❡r ♣♦✉r q✉❡ C
❞❡✈✐❡♥♥❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❯♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r
❞❛♥s ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣r♦✈❡♥✐r ❞✬✉♥
♠❛✉✈❛✐s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭♥♦♠♠é❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts✮ s✬✐♥tér❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
❛✉① ▼❈❙s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❞é✈✐❛♥t ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ❞✉ CFG ❞❡ PROGb✱
✸✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡✲❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❉❙❆ ✭❉②♥❛♠✐❝
❙✐♥❣❧❡ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ❬❇❛r♥❡tt ✷✵✵✺❪✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
✺✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜♦r♥é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
❡♥ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❡♥ ❞é✈✐❛♥t ❛✉ ♣❧✉s bcond ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚r♦✐s ❝❛s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és ✿
✕ ❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❛ été ❞é✈✐é❡ ✿ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛ ♣❛r❝♦✉r✉ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ✐❧ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s
s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❀
✕ bcond ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥t été ❞é✈✐é❡s s❛♥s q✉✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐
s❛t✐s❢❛ss❡ ❧❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ♦♥ ❛❜❛♥❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❀
✕ d ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❞é❥❛ été ❞é✈✐é❡s ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ❞é✈✐❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ bcond > 1✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ c ❡st ❞é✈✐é❡✳ ❙✐ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ rés✉❧t❛♥t ♥❡ ✈✐♦❧❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥✐t✐❛❧
♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡✉① ❝❛✉s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿
✭✐✮ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s s♦♥t ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✱
✭✐✐✮ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❛ ♣r♦✈♦q✉é ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ c✱
❢❛✐s❛♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠❛✉✈❛✐s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✭✐✐✮✱ ❧❡ ❈❙P CE ∪PRE ∪PATHc ∪{c}✱ ♦ù PATHc ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉r❛♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ d ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♦♥t ❞é❥à été ♣r✐s❡s✱ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧❡ ❈❙P CE ∪ PRE ∪ PATHc ∪ {¬c} ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ ❝❡ ❈❙P✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝té❡s
❞✬❛✈♦✐r ✐♥❞✉✐t ❧❡ ♠❛✉✈❛✐s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♣♦✉r c✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♣❛s ❧❡s ▼❈❙s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡
♣ré✜①❡ ✿ s✐ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ♠♦❞✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
✹✳✹✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ✭❝❢✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✺✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞é♣❧✐é
♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ bcond ✿ ✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞é✈✐é❡s✱ ❡t bmcs ✿ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ▼❈❙s ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙✉❜s❡ts✮ ❣é♥érés✳ ■❧ ❞é✈✐❡ ❛✉ ♣❧✉s bcond ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❢♦✉r♥✐✱ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ■❧ ❞é✈✐❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 0 à bcond
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t ✐❧ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ▼❈❙s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐
à ❧✬ét❛♣❡ k ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛ ❞é✈✐é ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ci ❡t q✉❡ ❝❡❧❛ ❛ ❝♦rr✐❣é ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱
✐❧ ♥✬❡①♣❧♦r❡r❛ ♣❛s à ❧✬ét❛♣❡ k′ ❛✈❡❝ k′ > k ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ci✳ ▲❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ tr♦✉✈é❡ ✭k✮ ❡st ❛❥♦✉té❡
❝♦♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ci✳
✹✳✹✳✸✳✶ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❋●
▲♦❝❋❛✉❧ts ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❈❋● ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣✉✐s ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❉❋❙ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ✭✐✳❡✳ ❡♥ ❞é✈✐❛♥t 0 ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ♣✉✐s ❡♥ ❛❝❝❡♣✲
✹✳✹✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✺✼
t❛♥t ❛✉ ♣❧✉s bcond ❞é✈✐❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❉❋❙ ❣èr❡ tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
✕ CSPd ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❞é✈✐é❡s à ♣❛rt✐r
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱
✕ CSPa ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱
✕ P ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✐t❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ variable = constante q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❡
❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s CSPd ❡t CSPa s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s✳ ❈❡s tr♦✐s
❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❝♦❧❧❡❝tés à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❧♦rs ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❉❋❙ s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s CSPd✱ CSPa ❡t P ❞é❝r✐ts ❝✐✲❞❡ss✉s✱ n ❧❡
♥♦❡✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❞✉ ❈❋●✱MCS ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ kc ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é❥à ❞é✈✐é❡s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉r❛♥t✱ k ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s
❛✉t♦r✐sé❡s✱ bmcs ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s MCS ❡t POST ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s n.left ✭r❡s♣✳ n.right✮ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐❢ ✭r❡s♣✳ ❡❧s❡✮ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱
❡t n.next ❧❡ ♥♦❡✉❞ q✉✐ s✉✐t ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❀ cstr ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ tr❛❞✉✐t
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦✉ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ CSPd ❡t CSPa ✈✐❞❡s ❡t P ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ■❧ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✭CFG.root✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ♣ré✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❡t s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✯ ■❧ ♣r♦♣❛❣❡ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t CE s✉r ❧❡ ❈❋● ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡rr♦♥é✳
P✉✐s✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✉ ♣❧✉s bmcs ▼❈❙s s✉r ❧❡ ❈❙P ❝♦✉r❛♥t✳ ❈❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳
✯ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡ss❛②❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞é✈✐❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥÷✉❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✭♥♦té cond✮ ❡st ❛tt❡✐♥t✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ♣r❡♥❞ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡ à
❝❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r CE✱ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ à ♣r♦♣❛❣❡r CE ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♥÷✉❞ ❞❛♥s
❧❡ ❈❋●✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ P ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ s✐
❝❡tt❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❝♦rr✐❣❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ collect✳ ❈❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r
❞✉ ♥♦❡✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥❞✉✐t
♣❛r P ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥str✉✐t à ♣❛r✲
t✐r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞é✈✐é s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ✿
✕ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ cond ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥
♣♦✉r cond ♣❡r♠❡t à CE ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❀
✕ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛✉s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛✉✈❛✐s❡s ❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t cond q✉✐ ♦♥t ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡rr♦♥é❡✳ P✉✐s✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts
❝❛❧❝✉❧❡ ❛✉ss✐ ❛✉ ♣❧✉s bmcs ▼❈❙s s✉r ❧❡ ❈❙P q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❝♦❧❧❡❝té❡s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ❛rr✐✈❡♥t à cond✳
❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡✳
✯ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r ❞é✈✐❡r ♣♦✉r t♦✉t k ≤ bcond
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ ❝♦rr✐❣❡♥t ❧❡
✺✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜♦r♥é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t ♠❛rq✉és ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❢❛✐t❡s ❛✈❛♥t
❞✬❛✈♦✐r été ❛tt❡✐♥ts✳ P♦✉r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞♦♥♥é❡ k✱ s✐ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥
❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ cond ♠❛rq✉é ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r k′ ❛✈❡❝ k′ ≤ k ❝♦rr✐❣❡ ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✐❣♥♦ré❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♦ù ✉♥ ♥÷✉❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❝♦rr✐❣❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✺✿ ▲♦❝❋❛✉❧ts
✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ▲♦❝❋❛✉❧ts✭PROG✱CE✱POST ✱bcond✱bmcs✮
❊♥tré❡s✿
✕ PROG ✿ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✭✐✳❡✳
♣r♦❣r❛♠♠❡ s❛♥s ❜♦✉❝❧❡ ♦✉ ❛♣rès ❞é♣❧✐❛❣❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✮✱
✕ POST ✿ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ PROG✱
✕ CE ✿ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ PROG✱
✕ bcond ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❞é✈✐❡r✱
✕ bmcs ✿ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧é ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ▼❈❙
❙♦rt✐❡s✿ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ▼❈❙ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ≤ bmcs ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡①♣❧♦rés
✷ ❞é❜✉t
✸ CFG ← CFG❴build(PROG) ✪ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❋●
✹ MCS ❂ ∅
✺ ✪ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
✻ CSPa ← ∅ ✪ CSPa ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r DFSdevie
✼ DFSdevie✭CFG.root✱CE✱POST ✱CSPa✱∅✱✵✱ ✵✱MCS✱bmcs✮
✽ MCS.add(MCS(CSPa ∪ cstr(Post),MSCb))
✾ ✪ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙ s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛②❛♥t ❞❡ ✶ à bcond ❞é✈✐❛t✐♦♥s
✶✵ ♣♦✉r k = 1 . . . bcond ❢❛✐r❡
✶✶ DFSdevie✭CFG.root✱CE✱POST ✱∅✱∅✱✵✱ k✱MCS✱bmcs✮
✶✷ ✜♥
✶✸ r❡t♦✉r♥❡r MCS
✶✹ ✜♥
✹✳✹✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙s
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❈❙ ✭❝❢✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✽✮
q✉✐ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▲✐✣t♦♥ ❡t ❙❛❦❛❧❧❛❤
❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ✐❞❡♥t✐✜é ✭C✮✱ ❡t bmcs ✿ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ▼❈❙s
❝❛❧❝✉❧és✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ci ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥str✉✐t C ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥✲
❞✐❝❛t❡✉r yi ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r yi → ci ❞❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C ′✳ ❆✛❡❝t❡r
à yi ❧❛ ✈❛❧❡✉r V rai ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ci ❀ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✛❡❝t❡r à yi ❧❛ ✈❛❧❡✉r
Faux ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ci✳ ❯♥ ▼❈❙ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t
✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✛❡❝tés à Faux✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss✐❣♥é❡s à ❋❛✉①✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
AtMost(¬y1,¬y2, ...,¬yn, k) ✭✈♦✐r ❧❛ ❧✐❣♥❡ 5✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝réé ❡st ♥♦té ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ C ′k ✭❧✐❣♥❡ 5✮✳ ❈❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❲❤✐❧❡ ✭❧✐❣♥❡s 6 − 19✮ ♣❡r♠❡t
❞❡ tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ k ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té ❞❡ ✶ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
❆♣rès ❝❤❛q✉❡ ▼❈❙ tr♦✉✈é ✭❧✐❣♥❡s 8 − 13✮✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à
C ′k ❡t C
′ ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ▼❈❙ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ✐tér❛t✐♦♥s
✭❧✐❣♥❡s 15−16✮✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❇❧♦❝❦✐♥❣❈❧❛✉s❡✭♥❡✇▼❈❙✮ ❛♣♣❡❧é❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✺ ✭r❡s♣✳
❧✐❣♥❡ ✶✻✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❧❡s s✉r✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k ✭r❡s♣✳ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
à k✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜♦✉❝❧❡ ✭❧✐❣♥❡s 4 − 19✮ s✬✐tèr❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❞❡ C
✹✳✹✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✺✾
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✻✿ DFSdevie
✶ Pr♦❝❡❞✉r❡ DFSdevie✭n✱P ✱POST ✱CSPd✱CSPa✱kc✱k✱MCS✱bmcs✮
❊♥tré❡s✿
✕ n ✿ ♥♦❡✉❞ ❞✉ ❈❋●✱
✕ n.sd ✿ k s✐ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ n ❡st ❧❛ ❦è♠❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❀ s✐♥♦♥ ✲✶
✕ P ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭✐ss✉❡s ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✮✱
✕ POST ✿ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✱
✕ CSPd ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s✱
✕ CSPa ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s✱
✕ kc ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é❥à ❞é✈✐é❡s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉r❛♥t✱
✕ k ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❞é✈✐❡r✱
✕ MCS ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❈❙ ❝❛❧❝✉❧és✱
✕ bmcs ✿ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡s ▼❈❙
✷ ❞é❜✉t
✸ s✐ n ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛❧♦rs
✹ s✐ P ∪ ④cstr(n.cond)⑥ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs
✺ ✪ next ❡st ❧❡ ♥♦❡✉❞ ♦ù ❧✬♦♥ ❞♦✐t ❛❧❧❡r✱ devie ❡st ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♦♣♣♦sé❡
✻ next = n.gauche
✼ devie = n.droite
✽ ✜♥
✾ s✐♥♦♥
✶✵ next = n.droite
✶✶ devie = n.gauche
✶✷ ✜♥
✶✸ s✐ kc = k − 1 ❛♥❞ ✭n.sd = −1 ♦r kc < n.sd✮ ❛❧♦rs
✶✹ ✪ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❞é✈✐❡r s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉r❛♥t ❡t
✶✺ ✪ ✲ s♦✐t ♦♥ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❞é✈✐é ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
✶✻ ✪ ✲ s♦✐t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ ❞é❥à été ❞é✈✐é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❧✉s
❞❡ kc ❞é✈✐❛t✐♦♥s✱
✶✼ ✪ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✈✐❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ♥♦❡✉❞ n
✶✽ s✐ ❝♦❧❧❡❝t✭devie✱P ✮ ∪ ④cstr(Post)⑥ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs
✶✾ ✪ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ♦♥ ♠❡t à ❥♦✉r sd ❡t ❧❡s ▼❈❙
✷✵ n.sd = kc + 1
✷✶ CSPd ← CSPd ∪ ④cstr(n.cond✮⑥
✷✷ MCS.addAll(CSPd) ✪ ❛❥♦✉t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s
✷✸ ✪ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♠è♥❡ à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é✈✐é❡
✷✹ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝ ❞❛♥s CSPd ❢❛✐r❡
✷✺ CSPa ← CSPa ∪ ④¬c⑥
✷✻ ✜♥
✷✼ MCS.add(MCS(CSPa, bmcs))
✷✽ ✜♥
✷✾ ✜♥
✸✵ s✐♥♦♥ s✐ kc < k − 1 ❛♥❞ ✭n.sd = −1 ♦r kc < n.sd✮ ❛❧♦rs
✸✶ ✪ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❞é✈✐❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ ❞❡ss♦✉s
✸✷ DFSdevie✭devie✱P ✱POST ✱CSPd ∪ {cstr(n.cond)}✱CSPa✱kc + 1✱k✱MCS✱bmcs✮
✸✸ ✜♥
✸✹ ✪ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉r❛♥t ❡t ❞é✈✐❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥
❞❡ss♦✉s ❞✉ ♥♦❡✉❞ n
✸✺ DFSdevie✭next✱P ✱POST ✱CSPd✱CSPa✱kc✱k✱MCS✱bmcs✮
✸✻ ✜♥
✸✼ s✐♥♦♥ s✐ ✭n ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥s✮ ❛❧♦rs
✸✽ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ass ∈ n.assigns ❢❛✐r❡
✸✾ P✳❛❞❞✭♣r♦♣❛❣❛t❡✭❛ss✱P ✮✮
✹✵ CSPa ← CSPa ∪ {cstr(ass)}
✹✶ ✜♥
✹✷ ✪ ❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦❡✉❞ s✉✐✈❛♥t
✹✸ DFSdevie✭n.next✱P ✱POST ✱CSPd✱CSPa✱kc✱k✱MCS✱bmcs✮
✹✹ ✜♥
✹✺ ✪ ❙✐ n ❡st ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ t❡r♠✐♥é ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉r❛♥t
✹✻ ✜♥
✻✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜♦r♥é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✼✿ ❝♦❧❧❡❝t
✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✭n✱P ✮
❊♥tré❡s✿
✕ n ✿ ♥♦❡✉❞ ❞✉ ❈❋●✱
✕ P ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❥✉sq✉✬à n✱
❙♦rt✐❡s✿
✕ P ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r P ❡♥ ❡♥tré❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
✷ ❞é❜✉t
✸ s✐ n ❡st ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧♦rs
✹ r❡t♦✉r♥❡r P
✺ ✜♥
✻ s✐♥♦♥ s✐ n ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛❧♦rs
✼ s✐ P ∪ ④cstr(n.cond)⑥ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs
✽ ✪ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ■❢
✾ r❡t♦✉r♥❡r ❝♦❧❧❡❝t✭n.left✱P ✮
✶✵ ✜♥
✶✶ s✐♥♦♥
✶✷ r❡t♦✉r♥❡r ❝♦❧❧❡❝t✭n.right✱P ✮
✶✸ ✜♥
✶✹ ✜♥
✶✺ s✐♥♦♥ s✐ ✭n ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥s✮ ❛❧♦rs
✶✻ ✪ ♦♥ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s
✶✼ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ass ∈ n.assigns ❢❛✐r❡
✶✽ P✳❛❞❞✭♣r♦♣❛❣❛t❡✭❛ss✱P ✮✮
✶✾ ✜♥
✷✵ ✪ ❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦❡✉❞ s✉✐✈❛♥t
✷✶ r❡t♦✉r♥❡r ❝♦❧❧❡❝t✭n.next✱P ✮
✷✷ ✜♥
✷✸ ✜♥
s♦✐❡♥t ❣é♥érés ✭C ′ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✮ ❀ ❡❧❧❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❛rrêt❡r s✐ ❧❡s ▼❈❙s ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ bmcs s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ✭k > bmcs✮✳
✹✳✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡✱ ✈♦✐r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ♥÷✉❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✈✐s✐té ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s ❧❡s ❜❧♦❝s
❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❝❛r ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✐❧❧✉str❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s tr♦✉✈❡r♦♥s ❧❡s
❞é✈✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❝✐té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❯♥ ❛r❝ r❡❧✐❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ c1 à ✉♥❡ ❛✉tr❡ c2 ✐❧❧✉str❡ q✉❡ c2 ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r
❧❡sq✉❡❧❧❡s ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ c2 ✿
✶✳ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ c1 ❀
✷✳ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♦♣♣♦sé❡✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡s ❛r❝s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✭✶✮ ✭r❡s♣✳ ✭✷✮✮ ❡st ✧♥❡①t✧ ✭r❡s♣✳ ✧❞❡✈✐❡✧✮✳
✹✳✹✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✻✶
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✽✿ ▼❈❙
✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ▼❈❙✭C✱bmcs✮
❊♥tré❡s✿ C ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✱ bmcs ✿ ❊♥t✐❡r
❙♦rt✐❡s✿ MCS ✿ ▲✐st❡ ❞❡ ▼❈❙s ❞❡ C ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à bmcs
✷ ❞é❜✉t
✸ C ′ ← ❆❞❞❨❱❛rs✭C✮ ❀ MCS ← ∅ ❀ k ← 1 ❀
✹ t❛♥t q✉❡ ❙❆❚✭C ′✮ ∧ k ≤ bmcs ❢❛✐r❡
✺ C ′k ← C
′ ∧ ❆t▼♦st✭{¬y1,¬y2, ...,¬yn}✱k✮
✻ t❛♥t q✉❡ ❙❆❚✭C ′k✮ ❢❛✐r❡
✼ newMCS ← ∅
✽ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r yi ❢❛✐r❡
✾ ✪ yi ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ci ∈ C✱ ❡t val(yi) ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ yi ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ C ′k✳
✶✵ s✐ val(yi) = 0 ❛❧♦rs
✶✶ newMCS ← newMCS ∪ {ci}✳
✶✷ ✜♥
✶✸ ✜♥
✶✹ MCS.add(newMCS)✳
✶✺ C ′k ← C
′
k ∧ ❇❧♦❝❦✐♥❣❈❧❛✉s❡✭newMCS✮
✶✻ C ′ ← C ′ ∧ ❇❧♦❝❦✐♥❣❈❧❛✉s❡✭newMCS✮
✶✼ ✜♥
✶✽ k ← k ✰ 1
✶✾ ✜♥
✷✵ r❡t♦✉r♥❡r MCS
✷✶ ✜♥
✻✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜♦r♥é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
✶
✽
✾
✶✵
✶✶
✶✷
✷
✸
✹
✺
✻
✶✸
✶✹
✶✺
✶✻
✼
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ < 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ..., POST > ❡st ❝♦rr❡❝t
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ < 1, 8, 9, 10, 11, 12, 7, ..., POST > ❡st ❝♦rr❡❝t
♥❡①t
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
♥❡①t
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
♥❡①t
♥❡①t
♥❡①t
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
❞❡✈✐❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❋✐❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❞❡✉① ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s ✿ {1, 2, 3, 4, 7} ❡t {8, 9, 11, 12, 7}✱ ❡t ✉♥❡ ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡ ✿
{8, 13, 14, 15, 16, 7}✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧✼✧ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ < 1, 2, 3, 4, 5, 6 >✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ < 1, 8, 9, 10, 11, 12, 7 >✳
✕ ➚ ❧✬ét❛♣❡ k = 5✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❞❡✉① ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡ à 5 ✿
✶✳ D1 = {1, 2, 3, 4, 7}✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ✧7✧ ❡st ♠❛rq✉é ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 5 ❀
✷✳ D2 = {8, 9, 11, 12, 7}✱ ❡❧❧❡ ❛ été ❛✉t♦r✐sé❡✱ ❝❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❞✉
♥÷✉❞ ✧7✧ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ D2✳
✕ ➚ ❧✬ét❛♣❡ k = 6✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ s✉s♣❡♥❞✉ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ D3 =
{8, 13, 14, 15, 16, 7}✱ ❝❛r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ D3 ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ str✐❝t❡♠❡♥t à ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ✧7✧✳
✹✳✺ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❇♦✉♥❞❡❞ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ✭❇▼❈✮ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❧❡
❞é♣❧✐❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é
❛✉① ❜♦✉❝❧❡s sé♣❛ré♠❡♥t ❬❉✬s✐❧✈❛ ✷✵✵✽❪✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✱
▲♦❝❋❛✉❧ts ❬❇❡❦❦♦✉❝❤❡ ✷✵✶✹✱ ❇❡❦❦♦✉❝❤❡ ✷✵✶✺❜❪✱ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞é✲
♠❛r❝❤❡ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ b ♣♦✉r ❞é♣❧✐❡r ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡♥ ❧❡s
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r ❞❡s ✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r b✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✹✳✺✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❜♦✉❝❧❡✱ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ▲✬❡✛❡t s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉
✹✳✺✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ✻✸
♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ✹✳✺ ❡t ✹✳✻ ✿ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡❲❤✐❧❡ ❡st ❞é♣❧✐é❡ ✸ ❢♦✐s✱ t❡❧ q✉❡ ✸ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✹
❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❜♦✉❝❧❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
❛✉ ❜✉❣ ❖✛✲❜②✲♦♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s s✬✐tèr❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ tr♦♣ ♦✉ ❞❡ ♠♦✐♥s✳ ❈❡❧❛
♣❡✉t êtr❡ ❞û à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱
♦✉ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛s
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ ■❧ ❡st ❡rr♦♥é à ❝❛✉s❡ ❞❡ s❛ ❜♦✉❝❧❡ ❲❤✐❧❡✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❢❛❧s✐✜é❡
s❡ s✐t✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ✾✮ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞♦✐t êtr❡
(i < tab.length) ✭tab.length ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ tab✮✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✉
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ {tab[0] = 3, tab[1] = 2, tab[2] = 1, tab[3] = 0}✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❢❛✉t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦❧♦ré ❡♥ r♦✉❣❡✮✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ✭❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é✈✐é❡ s♦♥t ✐❧❧✉strés ❡♥ ✈❡rt✮✳
✶ ❝ ❧ ❛ s s ▼✐♥✐♠✉♠ ④
✷ ✴∗ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ♦ ❢ ♥ ✐ ♥ t ❡ ❣ ❡ r s
∗✴
✸ ✴∗❅ ❡♥s✉r❡s
✹ ❅ ✭❭ ❢ ♦ r ❛ ❧ ❧ ✐ ♥ t ❦ ❀ ✭ ❦ ❃❂ ✵ ✫✫ ❦ ❁ t❛❜ ✳
❧ ❡♥❣t❤ ✮ ❀ t❛❜ ❬ ❦ ❪ ❃❂ ♠✐♥✮ ❀
✺ ❅∗✴
✻ ✐♥ t ▼✐♥✐♠✉♠ ✭ ✐♥ t ❬ ❪ t❛❜ ✮ ④
✼ ✐♥ t ♠✐♥❂t❛❜ ❬ ✵ ❪ ❀
✽ ✐ ♥ t ✐ ❂ ✶ ❀
✾ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ✐❁t❛❜ ✳ ❧❡♥❣t❤ −✶✮ ④ ✴∗ ❡r r♦r ✱
t❤❡ ❝♦♥❞ ✐ t ✐ ♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✭ ✐❁t❛❜ ✳
❧ ❡♥❣t❤ ✮ ∗✴
✶✵ ✐ ❢ ✭ t❛❜ ❬ ✐ ❪❁❂♠✐♥✮ ④
✶✶ ♠✐♥❂t❛❜ ❬ ✐ ❪ ❀
✶✷ ⑥
✶✸ ✐ ❂ ✐ ✰✶❀
✶✹ ⑥
✶✺ r❡t✉r♥ ♠✐♥ ❀
✶✻ ⑥
✶✼ ⑥
min = tab[0]
i = 1
i <
tab.length− 1
tab[i] ≤ min
min = tab[i]
i = i + 1
P♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥
❖✉✐
❖✉✐
◆♦♥
◆♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡t s♦♥ ❈❋● ♥♦r♠❛❧ ✭♥♦♥ ❞é♣❧✐é✮✳ ▲❛ ♣♦st❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❡st {∀ ✐♥t ❦; (k ≥ 0 ∧ k < tab.length); tab[k] ≥ min}
◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡rr♦♥és ❣é♥érés ✭❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ PATH✮
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ▼❈❙s ❝❛❧❝✉❧és ✭❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ MCSs✮ ♣♦✉r ❛✉ ♣❧✉s 1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é✈✐é❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❀ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞é✈✐❛♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ {i2 ≤ tab0.length− 1}✳
▲♦❝❋❛✉❧ts ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ s❡✉❧ ▼❈❙ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ min2 = tab0[i1]✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ 11 ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞é♣❧✐é❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é✈✐é❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉s♣❡❝t❡ ❧❛
tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞é♣❧✐é❡✱ i2 < tab0.length − 1 ❀ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✻✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜♦r♥é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
❈❊ ✿{tab0[0] == 3 ∧ tab0[1] ==
2 ∧ tab0[2] == 1 ∧ tab0[3] == 0}
min0 = tab0[0]
i0 = 1
i0 <
tab0.length−
1
tab0[i0] ≤
min0
min4 = min0
i4 = i0
min1 = tab0[i0] min1 = min0
i1 = i0 + 1
i1 <
tab0.length−
1
tab0[i1] ≤
min1
min4 = min1
i4 = i1
min2 = tab0[i1] min2 = min1
i2 = i1 + 1
i2 <
tab0.length−
1
tab0[i2] ≤
min2
min4 = min2
i4 = i2
min3 = tab0[i] min3 = min2
i3 = i2 + 1
min4 = min3
i4 = i3
P❖❙❚ ✿ {∀ ✐♥t ❦; (k ≥ 0 ∧ k <
tab0.length); tab0[k] ≥ min4}
❖✉✐
◆♦♥
❖✉✐ ◆♦♥
❖✉✐
◆♦♥
❖✉✐ ◆♦♥
❖✉✐✭❞é✈✐❛t✐♦♥✮
◆♦♥
❖✉✐ ◆♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❋✐❣✉r❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ❈❋● ❡♥ ❢♦r♠❡ ❉❙❆ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡♥ ❞é♣❧✐❛♥t s❛ ❜♦✉❝❧❡ 3
❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ✭✐❧❧✉stré ❡♥ r♦✉❣❡✮ ❡t ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t s❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭✐❧❧✉stré❡ ❡♥ ✈❡rt✮✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡rr♦♥é❡ ✿ ❧✬❡rr❡✉r
❡st s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❡♥ ❡✛❡t ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✐tér❡r ❥✉sq✉✬❛✉
❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✈❡❝ s♦♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥
❛rr✐✈❡ à s✉♣♣♦rt❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ■❧ ❢♦✉r♥✐t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥♦♥ s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♥♦♥ ❞é♣❧✐é❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♦ù ❡❧❧❡s s❡ s✐t✉❡♥t ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❡♥ ❞é✲
♣❧✐❛♥t ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r
♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳
✹✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✺
PATH ▼❈❙s
{CE : [tab0[0] = 3 ∧ tab0[1] = 2 ∧ tab0[2] = 1
{min2 = tab0[i1]}
∧tab0[3] == 0]✱ min0 = tab0[0]✱ i0 = 1✱
min1 = tab0[i0]✱i1 = i0 + 1✱min2 = tab0[i1]✱
i2 = i1 + 1✱min3 = min2✱ i3 = i2✱
POST : [(tab[0] ≥ min3) ∧ (tab[1] ≥ min3)
∧(tab[2] ≥ min3) ∧ (tab[3] ≥ min3)]}
{CE : [tab0[0] = 3 ∧ tab0[1] = 2 ∧ tab0[2] = 1
{i0 = 1}✱
∧tab0[3] == 0]✱ min0 = tab0[0]✱ i0 = 1✱
{i1 = i0 + 1}✱
min1 = tab0[i0]✱i1 = i0 + 1✱min2 = tab0[i1]✱
{i2 = i1 + 1}
i2 = i1 + 1✱[¬(i2 ≤ tab0.length− 1)]
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❈❤❡♠✐♥s ❡t ▼❈❙s ❣é♥érés ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠✳
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à
❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡st
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞✐r✐❣é❡
♣❛r ❧❡s ✢♦ts✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❡t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦✉r♥✐t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡s s♦✉s✲❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞♦♥t
❧❡ r❡tr❛✐t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦rr✐❣❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡♥t ▲♦❝❋❛✉❧ts ♣r♦❞✉✐t ❧❡s ✐♥✲
str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ❡♥ ❡①♣❧♦r❛♥t ❧❡ ❈❋● ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à
♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✣❝❤❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ❝♦r✲
r✐❣❡❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ sé♣❛ré♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ t❛❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts✱ q✉✐ ❡①♣❧♦r❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❧❡
❈❋● ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞é♣❧✐é✱ ❡♥ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❡♥ ❞é✈✐❛♥t ❛✉ ♣❧✉s
bcond ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✳ ■❧ tr❛✈❛✐❧❧❡ ♣❛r
ét❛♣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✿ ❛ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ s✐ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❛♥s ❧❡ ❈❋● ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ❉❈▼✱ ✐❧ s❡r❛ ♠❛rq✉é ♣❛r ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐ér❡✱ ♣♦✉r q✉✬❛✉① ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ét❛♣❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❜❛♥❞♦♥♥❡ t♦✉t❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♥♦❡✉❞✳ ❆♣rès ❝❤❛q✉❡ ❉❈▼ tr♦✉✈é❡✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ▼❈❙s
s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é✈✐é❡✱ ❧❡ r❡tr❛✐t ❞✬❛✉
♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ✭❝♦rr✐❣❡r ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ▼❈❙s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡
▲✐✣t♦♥ ❡t ❙❛❦❛❧❧❛❤ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❝♦♠♠❡♥t ▲♦❝❋❛✉❧ts tr♦✉✈❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s✳
▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ✭▼❈❙s ❡t ❉❈▼s ❝❛❧❝✉❧és✮ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✐❞❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r
❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s✳

❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ét✉❞❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣❛r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❇✉❣❆ss✐st✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t
❧✬♦✉t✐❧ ❇✉❣❆ss✐st✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r
♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❇✉❣❆ss✐st✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✧▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s❡r✐❡✉① ✭❡t é✈✐❞❡♥t✮ ❞✉ ▼♦❞❡❧
❈❤❡❝❦✐♥❣ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ▲❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬ét❛t ♣❡✉t êtr❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡①t❡ ❞✉ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡✳✧ ✕ ❆❧❧❡♥ ❊r♥❡st ❊♠❡rs♦♥✱ ❚❤❡ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ✿ ❆ P❡rs♦♥❛❧ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✷✵✵✽✱ P✳✶✶
❙♦♠♠❛✐r❡
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
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✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ ✭▲♦❝❋❛✉❧ts✮ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡r✲
r❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t ❧✬♦✉t✐❧ ❇✉❣❆ss✐st✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛t✐❢s ❡t ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳
✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✺✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts✳ ◆♦tr❡ ♦✉t✐❧ ❡st
é❝r✐t ❡♥ ❏❆❱❆✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣
❈P❇P❱ ❬❈♦❧❧❛✈✐③③❛ ✷✵✶✵❪ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ❈❋● ❡♥ ❢♦r♠❡ ❉❙❆✱ ❡t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦♥❢♦r♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦tr❡
♦✉t✐❧ ❛❝❝❡♣t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❊❝❧✐♣s❡ ❏❉❚ ✭❏❛✈❛ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❚♦♦❧s✮✳
▲❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ ❈❋● s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦tr❡ ♦✉t✐❧ ❛❝❝❡♣t❡ ❡♥ ❡♥✲
tré❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❏❆❱❆ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❏▼▲ ✭❏❛✈❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣
▲❛♥❣✉❛❣❡✮✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦♥❢♦r♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬♦✉t✐❧
❈P❇P❱ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ■❇▼ ■▲❖● ▼■P ✶ ❡t ❈P ✷ ❞❡
❈P▲❊❳✱ ♦ù ■❇▼ ■▲❖● ▼■P ❡st ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡ ❡♥ ♥♦♠✲
❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ■❇▼ ■▲❖● ❈P ❡st ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ❢❛✉t
t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ❝♦rr❡❝t❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦tt❛♥ts ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r s♣é❝✐❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✢♦tt❛♥ts✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲✐✣t♦♥ ❡t ❙❛❦❛❧❧❛❤ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✵✽❪✱ ✈♦✐r ❛❧❣✳ ✶✽✳
✺✳✸ ▲✬♦✉t✐❧ ❇✉❣❆ss✐st
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ▲♦❝❋❛✉❧ts à ❧✬♦✉t✐❧ ❇✉❣❆ss✐st ❬❏♦s❡ ✷✵✶✶❜✱ ❏♦s❡ ✷✵✶✶❞❪✳
❇✉❣❆ss✐st ✸ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ❛✐❞❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡✉rs à ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❜✉❣s ❡♥ ❢♦✉r✲
♥✐ss❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡
✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆◆❙■✲❈ ❛♥♥♦té ❛✈❡❝ ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞✲
è❧❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ✭❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✮✳ ▲✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ❢♦r♠✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①❙❆❚ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ♣❛rt✐❡❧s ▼❛①❙❆❚✳
➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❇✉❣❆ss✐st ✭✈♦✐r ❛❧❣✳ ✶✾✮ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✿ φH ❡t φS ✭❧✐❣♥❡s ✾✱✶✵✮ ✿
✕ φH ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ✿ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦❞❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡ ✭♥♦♠♠é❡ [[test]]✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦❞❛♥t ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♥♦♠♠é❡ ♣✮ ❡t
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ ♣❛r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✭♥♦♠♠é❡ TF1✮✱ ✈♦✐r ❧✐❣♥❡ ✾ ❀
✕ φS ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ♥♦♠♠é❡ TF2 ✭✈♦✐r
✶✳ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✲✵✶✳✐❜♠✳❝♦♠✴s♦❢t✇❛r❡✴❝♦♠♠❡r❝❡✴♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✴❝♣❧❡①✲
♦♣t✐♠✐③❡r✴
✷✳ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✲✵✶✳✐❜♠✳❝♦♠✴s♦❢t✇❛r❡✴❝♦♠♠❡r❝❡✴♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✴❝♣❧❡①✲❝♣✲
♦♣t✐♠✐③❡r✴
✸✳ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴❜✉❣❛ss✐st✳♠♣✐✲s✇s✳♦r❣✴✳
✺✳✸✳ ▲✬♦✉t✐❧ ❇✉❣❆ss✐st ✼✶
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✾✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st
❊♥tré❡s✿ Pr♦❣r❛♠♠❡ P ❡t ❛ss❡rt✐♦♥ p
❙♦rt✐❡s✿ ❙♦✐t p ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❜✉❣s
♣♦t❡♥t✐❡❧s
✶ ❞é❜✉t
✷ ✭test✱ σ✮ ❂ ●❡♥❡r❛t❡❈♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✭P ✱ p✮ ❀ ✪ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
●❡♥❡r❛t❡❈♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❢❛✉t✐✈❡s ♣♦✉r
❧✬❛ss❡rt✐♦♥ p✳
✸ s✐ σ ❡st ✧❘✐❡♥✧ ❛❧♦rs
✹ ✪ ❆✉❝✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❢❛✉t✐✈❡ ♥✬❡st tr♦✉✈é❡✳
✺ r❡t♦✉r♥❡r P❛s ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ tr♦✉✈é ♣♦✉r ♣ ❀
✻ ✜♥
✼ ❡❧s❡
✽ ✪ ❯♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❢❛✉t✐✈❡ ❡st tr♦✉✈é❡ ✿ ●❡♥❡r❛t❡❈♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡
❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ✭test✮ ❡t ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐
♣r♦✉✈❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✭σ✮✳
✾ φH ❂ [[test]] ∧ p ∧ TF1(σ) ❀
✶✵ φS ❂ TF2(σ) ❀
✶✶ t❛♥t q✉❡ ✈r❛✐ ❢❛✐r❡
✶✷ BugLoc ❂ ❈♦▼❙❙✭φH ✱ φS✮ ❀
✶✸ s✐ ❇✉❣▲♦❝ ❂ ∅ ❛❧♦rs
✶✹ r❡t✉r♥ P❛s ♣❧✉s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝ts ❀
✶✺ ✜♥
✶✻ ❡❧s❡
✶✼ ❆✣❝❤❡r ✧❜✉❣ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛✉ ❈♦▼❙❙ ❇✉❣▲♦❝✧ ❀
✶✽ β ❂ ∨ {λi|λi ∈ BugLoc} ❀
✶✾ φS ❂ φS \ β ❡t φH ❂ φH ∪ β
✷✵ ❡♥❞
✷✶ ✜♥
✷✷ ❡♥❞
✷✸ ✜♥
✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
❧✐❣♥❡ ✶✵✮✳
■❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s♦❧✈❡r ♣❛rt✐❡❧ ▼❛①❙❆❚ ✭P▼❛①❙❆❚✮✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s φH ❡t
φS s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t ♠♦❧❧❡s✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❲❤✐❧❡ ✭❧✐♥❡s ✶✶✲✷✶✮✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥
✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ s♦❧✈❡r P▼❛①❙❆❚ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❈♦▼❙❙✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✮✱ ✉♥ ▼❈❙✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t ♠♦❧❧❡s✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞✉ ❈♦▼❙❙ ❣é♥éré s♦♥t s✉s♣❡❝✲
té❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛✣❝❤é❡s ❡♥ s♦rt✐❡✳ ❆♣rès ✐❧ ❜❧♦q✉❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ❈♦▼❙❙ ❝❛❧❝✉❧é ✿ ✐❧
❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡
❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉ ❈♦▼❙❙
✭✈♦✐r ❧✐❣♥❡s ✶✽✲✶✾✮✳ ■❧ ré✐tèr❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❲❤✐❧❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❈♦▼❙❙✳
✺✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ ❡t ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ❬❏♦s❡ ✷✵✶✶❜✱ ❏♦s❡ ✷✵✶✶❞❪ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♦❜t❡♥✉s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡①♣ér✐♠❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✺✳✹✳✶✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✳ P✉✐s✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✮✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✺✳
✺✳✹✳✶ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡rr♦♥és q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝♦♥str✉✐ts ✹✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré♣❛rt✐ ♥♦tr❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❡♥ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❝❛té✲
❣♦r✐❡s ✿ ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡s ❡t ré❛❧✐st❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥s✐st❡ à ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
✭▲♦❝❋❛✉❧ts✮ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st✳
✺✳✹✳✶✳✶ Pr♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t s❛♥s ❝❛❧❝✉❧s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡
t❛✐❧❧❡ ✭❡♥tr❡ ✶✺ ❡t ✶✵✵ ❧✐❣♥❡s✮ s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t s❛♥s ❝❛❧❝✉❧s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆ s❛✈♦✐r ✿
✕ ❆❜s▼✐♥✉s✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✹✳✶✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs i ❡t j ❡t
r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ i−j✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿
✹✳ ▲❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐✸s✳
✉♥✐❝❡✳❢r✴⑦❜❡❦❦♦✉❝❤✴❇❡♥❝❤s❴▼♦❤❛♠♠❡❞✳❤t♠❧
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✼✸
✕ ❆❜s▼✐♥✉s❑❖ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛❢✲
❢❡❝t❛t✐♦♥ ✧result = i − j✧ ✭❧✐❣♥❡ ✶✼✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
✧result = j− i✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ {i = 0, j = 1}✱
✐❧ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ i − j✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈❛✐t
r❡t♦✉r♥❡r 1✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦♥t ❝♦r✲
r❡❝t❡s✳
✕ ❆❜s▼✐♥✉s❑❖✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛❢✲
❢❡❝t❛t✐♦♥ ✧result = i + 1✧ ✭❧✐❣♥❡ ✶✶✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
✧result = i✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ {i = 0, j = 1}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
é❝❤♦✉❡ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 ❝♦♠♠❡
✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ i− j✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t ❝♦r✲
r❡❝t❡s✳
✕ ❆❜s▼✐♥✉s❑❖✸ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛✲
t✐♦♥ ✧k = k+2✧ ✭❧✐❣♥❡ ✶✹✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧k = k+1✧✳ ❊♥
♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥tré❡ {i = 0, j = 1}✱ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥tr❡❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✧(k == 1∧ i! = j)✧ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ✧result = i−j✧
✭❧✐❣♥❡ ✷✵✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝❛✉s❡ ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❛✉tr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡✱ −1 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 1✳
✕ ❆❜s▼✐♥✉s❱✷❑❖✱ ❆❜s▼✐♥✉s❱✷❑❖✷ ✿ ❆❜s▼✐♥✉s❱✷ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ réé❝r✐t✲
✉r❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ✭✐ ✲ ❥✮ ✭✐ ❡t ❥ s♦♥t ❧❡s
❡♥tré❡s✮ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♥✲
t✐❡♥t ✹ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✿ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸ ❡t ✶✻✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❆❜s▼✐✲
♥✉s❱✷ ❡st sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❆❜s▼✐♥✉s✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❆❜✲
s▼✐♥✉s❱✷❑❖ ❡t ❆❜s▼✐♥✉s❱✷❑❖✷ ✭✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜✲
s▼✐♥✉s❱✷✮ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❆❜s▼✐♥✉s❑❖
❡t ❆❜s▼✐♥✉s❑❖✷✳
✕ ▼✐♥♠❛①✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✶✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ tr♦✐s ❡♥t✐❡rs ✿ in1✱ in2
❡t in3✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ least ❡t ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ most✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡rr♦♥é❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✿
✕ ▼✐♥♠❛①❑❖ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
✧most = in2✧ ✭❧✐❣♥❡ ✶✾✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧least = in2✧✳ P♦✉r ✉♥❡
❡♥tré❡ é❣❛❧❡ à {in1 = 2, in2 = 1, in3 = 3}✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ s♦rt✐❡
least = 1 ❡t most = 3✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❡♥tré❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦rt least = 2 ❡t
most = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦♥✲❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦sé❡ ✧(least <=
most)✧✳
✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✶ ❝ ❧ ❛ s s ▼✐♥♠❛① ④
✷ ✴∗❅ ❡♥s✉r❡s ✭ ❧ ❡ ❛ s t ❁❂ ♠♦st ✮ ❀
✸ ❅∗✴
✹ ✈♦✐❞ ♠✐♥♠❛①✭ ✐ ♥ t ✐♥✶ ✱ ✐ ♥ t ✐♥✷ ✱ ✐ ♥ t ✐♥✸ ✮ ④
✺ ✐♥ t ❧ ❡ ❛ s t ❀ ✐ ♥ t ♠♦st ❀
✻ ❧ ❡ ❛ s t ❂ ✐♥✶ ❀ ♠♦st ❂ ✐♥✶ ❀
✼ ✐ ❢ ✭♠♦st ❁ ✐♥✷ ✮ ④
✽ ♠♦st ❂ ✐♥✷ ❀
✾ ⑥
✶✵ ✐ ❢ ✭♠♦st ❁ ✐♥✸ ✮ ④
✶✶ ♠♦st ❂ ✐♥✸ ❀
✶✷ ⑥
✶✸ ✐ ❢ ✭ ❧ ❡ ❛ s t ❃ ✐♥✷ ✮ ④
✶✹ ❧ ❡ ❛ s t ❂ ✐♥✷ ❀
✶✺ ⑥
✶✻ ✐ ❢ ✭ ❧ ❡ ❛ s t ❃ ✐♥✸ ✮ ④
✶✼ ❧ ❡ ❛ s t ❂ ✐♥✸ ❀
✶✽ ⑥⑥
✶✾ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥♠❛①✳
▼✐❞✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✷✳✶✮ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❬❏♦♥❡s ✷✵✵✷❪ ♣♦✉r
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❚❛r❛♥t✉❧❛✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❡rr♦♥é❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♣✐❡r ♠❡♥t✐♦♥♥é ✭♥♦♠♠é❡ ▼✐❞❑❖✮✳
✕ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✷ ❡t ✜❣✳ ✺✳✸✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ s✐①
✈❛r✐❛❜❧❡s à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✛❡❝t❡r ✿
✕ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ max ❀
✕ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ min✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✹ ✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ✿
✕ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r❑❖ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ■❢ (e >
f) ✭❧✐❣♥❡ ✷✼✮✳ ▲❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t {a = 1, b = −4, c = −3, d = −1, e =
0, f = −4} ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛
s♦rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ {max = 1,min = 0} ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ {max = 1,min = −4}✳
✕ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r❑❖✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♣r♦✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✐❢ ((a > b)∧(a > c)∧(b > d)∧(a > e)∧(a > f)) ✭❧✐❣♥❡ ✶✷✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈❛✐t êtr❡ ✐❢ ((a > b) ∧ (a > c) ∧ (a > d) ∧ (a > e) ∧ (a > f))✳
❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ❝ré❡ ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❧❡
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t {a = 1, b = −3, c = 0, d = −2, e = −1, f = −2} ❀
❡❧❧❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ s♦rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ {max = 0,min = −3} ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ {max =
1,min = −3}✳
✕ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r❑❖✸ ✿ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❧✐❣♥❡s ✶✷ ❡t ✶✺✮✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡
{a = 1, b = −3, c = 0, d = −2, e = −1, f = −2}✱ ❝❡s ❡rr❡✉rs ♣r♦❞✉✐s❡♥t
❞❡✉① ♠❛✉✈❛✐s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❀ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡ {max = 0,min = −3}
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ {max = 1,min = −3}✳
✕ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r❑❖✹ ✿ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✸ ❡rr❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❧✐❣♥❡s
✶✷✱ ✶✺ ❡t ✷✵✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t❡ {a = 1, b = −3, c = −4, d =
−2, e = −1, f = −2}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ s♦rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ {max =
−1,min = −4} ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ {max = 1,min = −4}✳
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✼✺
✶ ✴∗
✷ ∗ ❋✐♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ s ✐ ① ✈❛ ❧✉❡s ✳
✸ ∗✴
✹ ❝ ❧ ❛ s s ❋♦♦④
✺
✻ ✴∗❅ r❡q✉ ✐ r ❡ s ✭ ✭ ❛❂❂✶✮ ✫✫ ✭❜❂❂−✹✮ ✫✫ ✭ ❝❂❂−✸✮ ✫✫ ✭❞❂❂−✶✮ ✫✫ ✭ ❡❂❂✵✮ ✫✫ ✭ ❢❂❂−✹✮ ✮ ❀
✼ ❅ ❡♥s✉r❡s ✭ ✭♠❛① ❃❂ ❛ ✮ ✫✫ ✭♠❛① ❃❂ ❜✮ ✫✫ ✭♠❛① ❃❂ ❝ ✮ ✫✫ ✭♠❛① ❃❂ ❞✮ ✫✫ ✭♠❛① ❃❂ ❡ ✮ ✫✫ ✭
♠❛① ❃❂ ❢ ✮ ✫✫ ✭♠✐♥ ❁❂ ❛ ✮ ✫✫ ✭♠✐♥ ❁❂ ❜✮ ✫✫ ✭♠✐♥ ❁❂ ❝ ✮ ✫✫ ✭♠✐♥ ❁❂ ❞✮ ✫✫ ✭♠✐♥ ❁❂ ❡ ✮
✫✫ ✭♠✐♥ ❁❂ ❢ ✮ ✮ ❀
✽ ❅∗✴
✾ s t ❛ t ✐ ❝ ✈♦✐❞ ♠❛①♠✐♥ ✭ ✐ ♥ t ❛ ✱ ✐ ♥ t ❜ ✱ ✐ ♥ t ❝ ✱ ✐ ♥ t ❞ ✱ ✐ ♥ t ❡ ✱ ✐ ♥ t ❢ ✮ ④
✶✵ ✐ ♥ t ♠❛① ❀
✶✶ ✐ ♥ t ♠✐♥ ❀
✶✷ ✐ ❢ ✭ ✭ ❛❃❜✮ ✫✫ ✭❛❃❝ ✮ ✫✫ ✭❛❃❞✮ ✫✫ ✭❛❃❡ ✮ ✫✫ ✭❛❃❢ ✮ ✮ ④
✶✸ ♠❛①❂❛ ❀
✶✹
✶✺ ✐ ❢ ✭ ✭ ❜❁❝ ✮ ✫✫ ✭❜❁❞✮ ✫✫ ✭❜❁❡ ✮ ✫✫ ✭❜❁❢ ✮ ✮ ④
✶✻ ♠✐♥❂❜ ❀
✶✼ ⑥
✶✽ ❡ ❧ s ❡ ④
✶✾ ✐ ❢ ✭ ✭ ❝❁❞✮ ✫✫ ✭ ❝❁❡ ✮ ✫✫ ✭ ❝❁❢ ✮ ✮ ④
✷✵ ♠✐♥❂❝ ❀
✷✶ ⑥
✷✷ ❡ ❧ s ❡ ④
✷✸ ✐ ❢ ✭ ✭ ❞❁❡ ✮ ✫✫ ✭❞❁❢ ✮ ✮ ④
✷✹ ♠✐♥❂❞ ❀
✷✺ ⑥
✷✻ ❡ ❧ s ❡ ④
✷✼ ✐ ❢ ✭ ❡❁❢ ✮ ④
✷✽ ♠✐♥❂❡ ❀
✷✾ ⑥
✸✵ ❡ ❧ s ❡ ④
✸✶ ♠✐♥❂❢ ❀
✸✷ ⑥
✸✸ ⑥
✸✹ ⑥
✸✺ ⑥
✸✻
✸✼ ⑥
✸✽ ❡ ❧ s ❡ ④
✸✾ ✐ ❢ ✭ ✭ ❜❃❝ ✮ ✫✫ ✭❜❃❞✮ ✫✫ ✭❜❃❡ ✮ ✫✫ ✭❜❃❢ ✮ ✮ ④
✹✵ ♠❛①❂❜ ❀
✹✶
✹✷ ✐ ❢ ✭ ✭ ❛❁❝ ✮ ✫✫ ✭❛❁❞✮ ✫✫ ✭❛❁❡ ✮ ✫✫ ✭❛❁❢ ✮ ✮ ④
✹✸ ♠✐♥❂❛ ❀
✹✹ ⑥ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✺ ✐ ❢ ✭ ✭ ❝❁❞✮ ✫✫ ✭ ❝❁❡ ✮ ✫✫ ✭ ❝❁❢ ✮ ✮ ④
✹✻ ♠✐♥❂❝ ❀
✹✼ ⑥
✹✽ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✾ ✐ ❢ ✭ ✭ ❞❁❡ ✮ ✫✫ ✭❞❁❢ ✮ ✮ ④
✺✵ ♠✐♥❂❞ ❀
✺✶ ⑥
✺✷ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✸ ✐ ❢ ✭ ❡❁❢ ✮ ④
✺✹ ♠✐♥❂❡ ❀
✺✺ ⑥
✺✻ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✼ ♠✐♥❂❢ ❀
✺✽ ⑥
✺✾ ⑥
✻✵ ⑥
✻✶ ⑥
✻✷
✻✸ ⑥
✻✹ ❡ ❧ s ❡ ④
✻✺ ✐ ❢ ✭ ✭ ❝❃❞✮ ✫✫ ✭ ❝❃❡ ✮ ✫✫ ✭ ❝❃❢ ✮ ✮ ④
✻✻ ♠❛①❂❝ ❀
✻✼
✻✽ ✐ ❢ ✭ ✭ ❛❁❜✮ ✫✫ ✭❛❁❞✮ ✫✫ ✭❛❁❡ ✮ ✫✫ ✭❛❁❢ ✮ ✮ ④
✻✾ ♠✐♥❂❛ ❀
✼✵ ⑥ ❡ ❧ s ❡ ④
✼✶ ✐ ❢ ✭ ✭ ❜❁❞✮ ✫✫ ✭❜❁❡ ✮ ✫✫ ✭❜❁❢ ✮ ✮ ④
✼✷ ♠✐♥❂❜ ❀
✼✸ ⑥
✼✹ ❡ ❧ s ❡ ④
✼✺ ✐ ❢ ✭ ✭ ❞❁❡ ✮ ✫✫ ✭❞❁❢ ✮ ✮ ④
✼✻ ♠✐♥❂❞ ❀
✼✼ ⑥
✼✽ ❡ ❧ s ❡ ④
✼✾ ✐ ❢ ✭ ❡❁❢ ✮ ④
✽✵ ♠✐♥❂❡ ❀
✽✶ ⑥
✽✷ ❡ ❧ s ❡ ④
✽✸ ♠✐♥❂❢ ❀
✽✹ ⑥
✽✺ ⑥
✽✻ ⑥
✽✼ ⑥
✽✽
✽✾ ⑥
✾✵ ❡ ❧ s ❡ ④
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ P♦rt✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r✳
✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✶ ✐ ❢ ✭ ✭ ❞❃❡ ✮ ✫✫ ✭❞❃❢ ✮ ✮ ④
✷ ♠❛①❂❞ ❀
✸
✹ ✐ ❢ ✭ ✭ ❛❁❜✮ ✫✫ ✭❛❁❝ ✮ ✫✫ ✭❛❁❡ ✮ ✫✫ ✭❛❁❢ ✮ ✮ ④
✺ ♠✐♥❂❛ ❀
✻ ⑥ ❡ ❧ s ❡ ④
✼ ✐ ❢ ✭ ✭ ❜❁❝ ✮ ✫✫ ✭❜❁❡ ✮ ✫✫ ✭❜❁❢ ✮ ✮ ④
✽ ♠✐♥❂❜ ❀
✾ ⑥
✶✵ ❡ ❧ s ❡ ④
✶✶ ✐ ❢ ✭ ✭ ❝❁❡ ✮ ✫✫ ✭ ❝❁❢ ✮ ✮ ④
✶✷ ♠✐♥❂❝ ❀
✶✸ ⑥
✶✹ ❡ ❧ s ❡ ④
✶✺ ✐ ❢ ✭ ❡❁❢ ✮ ④
✶✻ ♠✐♥❂❡ ❀
✶✼ ⑥
✶✽ ❡ ❧ s ❡ ④
✶✾ ♠✐♥❂❢ ❀
✷✵ ⑥
✷✶ ⑥
✷✷ ⑥
✷✸ ⑥
✷✹ ⑥
✷✺ ❡ ❧ s ❡ ④
✷✻ ✐ ❢ ✭ ❡❃❢ ✮ ④
✷✼ ♠❛①❂❡ ❀
✷✽
✷✾ ✐ ❢ ✭ ✭ ❛❁❜✮ ✫✫ ✭❛❁❝ ✮ ✫✫ ✭❛❁❞✮ ✫✫ ✭❛❁❢ ✮ ✮ ④
✸✵ ♠✐♥❂❛ ❀
✸✶ ⑥ ❡ ❧ s ❡ ④
✸✷ ✐ ❢ ✭ ✭ ❜❁❝ ✮ ✫✫ ✭❜❁❞✮ ✫✫ ✭❜❁❢ ✮ ✮ ④
✸✸ ♠✐♥❂❜ ❀
✸✹ ⑥
✸✺ ❡ ❧ s ❡ ④
✸✻ ✐ ❢ ✭ ✭ ❝❁❞✮ ✫✫ ✭ ❝❁❢ ✮ ✮ ④
✸✼ ♠✐♥❂❝ ❀
✸✽ ⑥
✸✾ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✵ ✐ ❢ ✭❞❁❢ ✮ ④
✹✶ ♠✐♥❂❞ ❀
✹✷ ⑥
✹✸ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✹ ♠✐♥❂❢ ❀
✹✺ ⑥
✹✻ ⑥
✹✼ ⑥
✹✽ ⑥
✹✾ ⑥
✺✵ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✶ ♠❛①❂❢ ❀
✺✷
✺✸ ✐ ❢ ✭ ✭ ❛❁❜✮ ✫✫ ✭❛❁❝ ✮ ✫✫ ✭❛❁❞✮ ✫✫ ✭❛❁❡ ✮ ✮ ④
✺✹ ♠✐♥❂❛ ❀
✺✺ ⑥ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✻ ✐ ❢ ✭ ✭ ❜❁❝ ✮ ✫✫ ✭❜❁❞✮ ✫✫ ✭❜❁❡ ✮ ✮ ④
✺✼ ♠✐♥❂❜ ❀
✺✽ ⑥
✺✾ ❡ ❧ s ❡ ④
✻✵ ✐ ❢ ✭ ✭ ❝❁❞✮ ✫✫ ✭ ❝❁❡ ✮ ✮ ④
✻✶ ♠✐♥❂❝ ❀
✻✷ ⑥
✻✸ ❡ ❧ s ❡ ④
✻✹ ✐ ❢ ✭❞❁❡ ✮ ④
✻✺ ♠✐♥❂❞ ❀
✻✻ ⑥ ❡ ❧ s ❡ ④
✻✼ ♠✐♥❂❡ ❀
✻✽ ⑥
✻✾ ⑥
✼✵ ⑥
✼✶ ⑥
✼✷ ⑥
✼✸ ⑥
✼✹ ⑥
✼✺ ⑥
✼✻ ⑥
✼✼ ⑥
✼✽ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡ s✉✐t❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r✳
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✼✼
✕ ❚r✐t②♣❡✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✹✮ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ ❛ été ✉t✐❧✐sé très s♦✉✲
✈❡♥t ❡♥ t❡st ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ tr♦✐s ❡♥t✐❡rs ✭❧❡s
❝ôtés ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✮ ❡t r❡t♦✉r♥❡ 3 s✐ ❧❡s ❡♥tré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡
éq✉✐❧❛tér❛❧✱ 2 s✐ ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s♦❝è❧❡✱ 1 s✐ ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥t à ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ 4 s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡
✈❛❧✐❞❡✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿
✕ ❚r✐t②♣❡❑❖ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
✧trityp = 1✧ ✭❧✐❣♥❡ ✺✹✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧trityp = 2✧✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs {i = 2, j = 3, k = 2}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❡①é❝✉t❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦♥é❡ ❡t r❡♥✈♦✐❡ 1✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r 2 ✭❧❡ tr✐✲
❛♥❣❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ✉♥ ✐s♦❝è❧❡✮✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥❝♦rr❡❝t❡✳
✕ ❚r✐t②♣❡❑❖✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(trityp ==
1∧(i+k) > j)✧ ✭❧✐❣♥❡ ✺✸✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧(trityp == 2∧(i+k) >
j)✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ {i = 2, j = 2, k = 2}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡
2 ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡st ✉♥ ✐s♦❝è❧❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❛
✈❛❧❡✉r ✹ ♣♦✉r s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧✬❡♥tré❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✈❛❧✐❞❡✳
✕ ❚r✐t②♣❡❑❖✷❱✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸✶ ✿ ✧trityp = trityp + 1✧✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ✧trityp = trityp + 2✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥tré❡
{i = 1, j = 2, k = 1}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 2 ✭❧✬❡♥tré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ✐s♦❝è❧❡✮✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 4 ✭❧✬❡♥tré❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
♣❛s à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✈❛❧✐❞❡✮✳
✕ ❚r✐t②♣❡❑❖✸ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ✧(trityp == 2 ∧ (i + j) > k)✧ ✭❧✐❣♥❡ ✺✸✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡st
✧(trityp == 2 ∧ (i + k) > j)✧✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡♥tré❡ {i = 1, j = 2, k = 1}✱ ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡✈r❛✐t r❡♥✈♦②❡r q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ✉♥ ✐s♦❝è❧❡ ✭s♦rt✐❡
é❣❛❧❡ à 2✮✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❡♥tré❡ r❡♥✈♦✐❡ q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳
✕ ❚r✐t②♣❡❑❖✹ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ✧(trityp >=
3)✧✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧(trityp > 3)✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t❡
{i = 2, j = 3, k = 3}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡t ❡①é❝✉t❡ ❧✬✐♥✲
str✉❝t✐♦♥ ✧trityp = 3✧ ✭❧✐❣♥❡ ✹✻✮ ♣♦✉r r❡♥✈♦②❡r q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡
❡st ✉♥ éq✉✐❧❛tér❛❧✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈r❛✐t ❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐r❡ ❡t r❡♥✈♦②❡r q✉❡ q✉✬✐❧ ❡st
✐s♦❝è❧❡ ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡♥✈♦②é❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ é❣❛❧❡ à 2✮✳
✕ ❚r✐t②♣❡❑❖✺ ✿ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(j! = k)✧
✭❧✐❣♥❡ ✸✷✮ ❡t s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(trityp >= 3)✧ ✭❧✐❣♥❡ ✹✺✮✱ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦rr❡❝t❡s ❞❡✈r♦♥t êtr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✧(j == k)✧ ❡t ✧(trityp >= 3)✧✳ ❊♥
♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥tré❡ {i = 2, j = 3, k = 3}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✱
❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 2 ✭❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡st ✉♥ ✐s♦❝è❧❡✮✳
✕ ❚r✐t②♣❡❑❖✻ ✿ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✧(j! = k)✧ ✭❧✐❣♥❡ ✸✷✮ ❡t s✉r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✧trityp = trityp + 4✧
✭❧✐❣♥❡ ✸✸✮✱ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ❞❡✈r♦♥t êtr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✧(j ==
k)✧ ❡t ✧trityp = trityp + 3✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
{i = 2, j = 3, k = 3}✱ ✐❧ r❡t♦✉r♥❡ q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡st éq✉✐❧❛tér❛❧ ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✮✱
♦r ✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r q✉✬✐❧ ❡st ✐s♦❝è❧❡ ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r 2✮✳
✶ ✴∗ ♣r♦❣r❛♠ ❢ ♦ r t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡ ❝ ❧ ❛ s s ✐ ❢ ✐ ❝ ❛ t ✐ ♦ ♥
✷ ∗ r ❡ t✉ r♥s ✶ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥② t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✸ ∗ r ❡ t✉ r♥s ✷ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥ ✐ s ♦ s ❝ ❡ ❧ ❡ s t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✹ ∗ r ❡ t✉ r♥s ✸ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥ ❡ q ✉ ✐ ❧ ❛ t ❡ r ❛ ❧ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✺ ∗ r ❡ t✉ r♥s ✹ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✻ ∗✴
✼ ❝ ❧ ❛ s s ❚r✐t②♣❡ ④
✽ ✴∗❅ r❡q✉ ✐ r ❡ s
✾ ❅ ✭ ✐ ❃❂ ✵ ✫✫ ❥ ❃❂ ✵ ✫✫ ❦ ❃❂ ✵✮ ❀
✶✵ ❅ ❡♥s✉r❡s
✶✶ ❅ ✭ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ ✹✮ ✮
✶✷ ❅ ✫✫ ✭ ✭ ✦ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ✫✫ ✭ ✐❂❂❥ ✫✫ ❥❂❂❦✮ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂
✸✮ ✮
✶✸ ❅ ✫✫ ✭ ✭ ✦ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ✫✫ ✦ ✭ ✐❂❂❥ ✫✫ ❥❂❂❦✮ ✫✫ ✭ ✐❂❂❥ ⑤ ⑤ ❥❂❂❦
⑤ ⑤ ✐❂❂❦✮ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ ✷✮ ✮
✶✹ ❅ ✫✫ ✭ ✭ ✦ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ✫✫ ✦ ✭ ✐❂❂❥ ✫✫ ❥❂❂❦✮ ✫✫ ✦ ✭ ✐❂❂❥ ⑤ ⑤ ❥❂❂
❦ ⑤ ⑤ ✐❂❂❦✮ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ ✶✮ ✮ ❀
✶✺ ❅∗✴
✶✻ s t ❛ t ✐ ❝ ✐ ♥ t ❝ ❛ ❧ ❧ ❡ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✱ ✐ ♥ t ❥ ✱ ✐ ♥ t ❦ ✮ ④
✶✼ ✐♥ t t r ✐ t ②♣ ❀
✶✽ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ✵ ⑤ ⑤ ❥ ❂❂ ✵ ⑤ ⑤ ❦ ❂❂ ✵✮ ④
✶✾ t r ✐ t ②♣ ❂ ✹ ❀
✷✵ ⑥
✷✶ ❡ ❧ s ❡ ④
✷✷ t r ✐ t ②♣ ❂ ✵ ❀
✷✸ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ❥ ✮ ④
✷✹ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✶ ❀
✷✺ ⑥
✷✻ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ❦✮ ④
✷✼ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✷ ❀
✷✽ ⑥
✷✾ ✐ ❢ ✭ ❥ ❂❂ ❦✮ ④
✸✵ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✸ ❀
✸✶ ⑥
✸✷ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✵✮ ④
✸✸ ✐ ❢ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦ ✮ ❁❂ ❥ ✮ ④
✸✹ t r ✐ t ②♣ ❂ ✹ ❀
✸✺ ⑥
✸✻ ❡ ❧ s ❡ ④
✸✼ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✶ ❀
✸✽ ⑥
✸✾ ⑥
✹✵ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✶ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ② ♣ ❃ ✸✮ ④
✹✷ t r ✐ t ②♣ ❂ ✸ ❀
✹✸ ⑥
✹✹ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✺ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✶ ✫✫ ✭ ✐✰❥ ✮ ❃ ❦✮ ④
✹✻ t r ✐ t ②♣ ❂ ✷ ❀
✹✼ ⑥
✹✽ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✾ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✷ ✫✫ ✭ ✐✰❦✮ ❃ ❥ ✮ ④
✺✵ t r ✐ t ②♣ ❂ ✷ ❀
✺✶ ⑥
✺✷ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✸ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ② ♣ ❂❂ ✸ ✫✫ ✭ ❥✰❦✮ ❃ ✐ ✮ ④
✺✹ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✷ ❀
✺✺ ⑥
✺✻ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✼ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✹ ❀
✺✽ ⑥
✺✾ ⑥
✻✵ ⑥
✻✶ ⑥
✻✷ ⑥
✻✸ ⑥
✻✹ r❡t✉r♥ t r ✐ t ②♣ ❀
✻✺ ⑥
✻✻ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r✐t②♣❡✳
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✺✮ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉❡ tr✐t②♣❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ s♦♠♠❡
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✼✾
❞❡s ❝ôtés ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ s✐ ❧❡s ❡♥tré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t ✲✶
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥ ✧res = 2∗ i+k✧ ✭❧✐❣♥❡ ✺✽✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧res = 2∗ i+j✧✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥tré❡ {i = 2, j = 1, k = 2}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❝♦♠♠❡
s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦tés ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r 6✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈❛✐t
r❡♥✈♦②❡r ♣❧✉tôt ❧❛ ✈❛❧❡✉r 5✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t
❝♦rr❡❝t❡s✳
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖❱✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✧res = 2 ∗ j✧ ✭❧✐❣♥❡ ✸✹✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
✧res = 2∗ i✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ {i = 2, j = 3, k = 2}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
r❡♥✈♦✐❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❡st 9✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❛ s♦♠♠❡
7✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡s✳ ❈❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡st q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣r♦✈♦q✉é❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✧(trityp == 1∧(i+k) > j)✧✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧(trityp ==
2 ∧ (i + k) > j)✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ {i = 1, j = 1, k = 2}✱ ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st 4✱ ♦r ✐❧ ❞❡✈❛✐t
r❡♥✈♦②❡r −1 ✭❧❡s ❡♥tré❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✈❛❧✐❞❡✮✳
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✷❱✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡ s✐t✉❡ s✉r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
✧trityp = trityp+ 1✧✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧trityp = trityp+
2✧✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t❡ {i = 1, j = 2, k = 1}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ✿ 4✱ ♦r ✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 ❝♦♠♠❡ q✉♦✐ ❧❡s
❡♥tré❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✈❛❧✐❞❡✳
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✸ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(trityp == 1∧(i+j) > k)✧ ✭❧✐❣♥❡ ✺✼✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧(trityp == 2 ∧ (i + k) > j)✧✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥tré❡ {i = 1, j =
2, k = 1}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❛ s♦♠♠❡ 4✱ ♦r ✐❧ ❞❡✈r❛✐t r❡t♦✉r♥❡r
❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 ♣♦✉r s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡
✈❛❧✐❞❡✳
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✹ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✧(trityp >= 3)✧✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧(trityp > 3)✧✳
❆✈❡❝ ❧✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t❡ {i = 2, j = 3, k = 3}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①é❝✉t❡ ❧✬✐♥str✉❝✲
t✐♦♥ ✧res = 3 ∗ i✧ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 6✱ ♦r ✐❧ ❞❡✈❛✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 8 ✭❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦tés ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✮✳
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✺ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ✿
s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(j! = k)✧ ✭❧✐❣♥❡ ✸✹✮ ❡t s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(trityp >= 3)✧
✭❧✐❣♥❡ ✹✾✮✱ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ❞❡✈r♦♥t êtr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✧(j ==
k)✧ ❡t ✧(trityp >= 3)✧✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t❡ {i = 2, j = 2, k = 3}✱ ❝❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 7✳
✕ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✻ ✿ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡ s✐t✉❡♥t s✉r ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(j! = k)✧ ✭❧✐❣♥❡ ✸✹✮ ❡t s✉r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✧trityp = trityp+4✧ ✭❧✐❣♥❡
✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✸✺✮✱ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ❞❡✈r♦♥t êtr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✧(j == k)✧ ❡t
✧trityp = trityp+ 3✧✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t {i = 2, j = 2, k = 3}✱
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✻ ❞❡✈❛✐t r❡t♦✉r♥❡r ❧❛ s♦♠♠❡ 7✳
✶ ✴∗ ♣r♦❣r❛♠ ❢ ♦ r t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡ ♣❡r ✐♠❡t❡r
✷ ∗ r ❡ t✉ r♥s ✐✰❥✰❦
✸ ∗ ✐✰❥✰❦ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥② t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✹ ∗ ✷∗ ✐ ✰ ❥ ♦r ✷∗ ✐✰❦ ♦r ✷∗ ❥✰✐ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥ ✐ s ♦ s ❝ ❡ ❧ ❡ s t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✺ ∗ ✸∗ ✐ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥ ❡ q ✉ ✐ ❧ ❛ t ❡ r ❛ ❧ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✻ ∗ r ❡ t✉ r♥s −✶ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✼ ∗
✽ ∗✴
✾
✶✵ ❝ ❧ ❛ s s ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖④
✶✶ ✴∗❅ r❡q✉ ✐ r ❡ s
✶✷ ❅ ✭ ✐ ❃❂ ✵ ✫✫ ❥ ❃❂ ✵ ✫✫ ❦ ❃❂ ✵✮ ❀
✶✸ ❅ ❡♥s✉r❡s
✶✹ ❅ ✭ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ −✶✮ ✮
✶✺ ❅ ✫✫ ✭ ✭ ✦ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ✫✫ ✭ ✐❂❂❥ ✫✫ ❥❂❂❦✮ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂
✐✰❥✰❦✮ ✮ ❀
✶✻ ❅∗✴
✶✼ s t ❛ t ✐ ❝ ✐ ♥ t ❝ ❛ ❧ ❧ ❡ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✱ ✐ ♥ t ❥ ✱ ✐ ♥ t ❦ ✮ ④
✶✽ ✐♥ t t r ✐ t ②♣ ❂ ✵ ❀
✶✾ ✐ ♥ t r ❡ s ❀
✷✵ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ✵ ⑤ ⑤ ❥ ❂❂ ✵ ⑤ ⑤ ❦ ❂❂ ✵✮ ④
✷✶ t r ✐ t ②♣ ❂ ✹ ❀
✷✷ r ❡ s ❂ −✶❀
✷✸ ⑥
✷✹ ❡ ❧ s ❡ ④
✷✺ t r ✐ t ②♣ ❂ ✵ ❀
✷✻ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ❥ ✮ ④
✷✼ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✶ ❀
✷✽ ⑥
✷✾ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ❦✮ ④
✸✵ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✷ ❀
✸✶ ⑥
✸✷ ✐ ❢ ✭ ❥ ❂❂ ❦✮ ④
✸✸ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✸ ❀
✸✹ ⑥
✸✺ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✵✮ ④
✸✻ ✐ ❢ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦ ✮ ❁❂ ❥ ✮ ✮ ④
✸✼ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✹ ❀
✸✽ r ❡ s ❂ −✶❀
✸✾ ⑥
✹✵ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✶ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✶ ❀
✹✷ r ❡ s ❂ ✐✰❥✰❦ ❀
✹✸ ⑥
✹✹ ⑥
✹✺ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✻ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ② ♣ ❃ ✸✮ ④
✹✼ r ❡ s ❂ ✸∗ ✐ ❀
✹✽ ⑥
✹✾ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✵ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✶ ✫✫ ✭ ✐✰❥ ✮ ❃ ❦✮ ④ ✴✴ ✐❂❂❥
✺✶ r ❡ s❂✷∗ ✐✰❦ ❀
✺✷ ⑥
✺✸ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✹ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✷ ✫✫ ✭ ✐✰❦✮ ❃ ❥ ✮ ④ ✴✴ ✐❂❂❦
✺✺ r ❡ s ❂ ✷∗ ✐✰❥ ❀
✺✻ ⑥
✺✼ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✽ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ② ♣ ❂❂ ✸ ✫✫ ✭ ❥✰❦✮ ❃ ✐ ✮ ④ ✴✴ ❥❂❂❦
✺✾ r ❡ s❂✷∗ ❥✰✐ ❀
✻✵ ⑥
✻✶ ❡ ❧ s ❡ ④
✻✷ r ❡ s❂−✶❀
✻✸ ⑥
✻✹ ⑥
✻✺ ⑥
✻✻ ⑥
✻✼ ⑥
✻✽ ⑥
✻✾ r❡t✉r♥ r ❡ s ❀
✼✵ ⑥
✼✶ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡✳
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✽✶
✺✳✹✳✶✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✿
✕ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✻✮ ❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉❡ tr✐t②♣❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❞❡s ❝♦tés ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✭s✐♥♦♥ ✐❧ r❡t♦✉r♥❡ −1✮✳
❱♦✐❝✐ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✿
✕ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡❑❖ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ♣r♦✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧❛
❧✐❣♥❡ ✺✽✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✧res = i∗ i∗j✧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✧res = i∗ i∗k✧✳
✕ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡❑❖✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧❛ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ✺✼ ✿ ✧(trityp == 1 ∧ (i+ k) > j)✧✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
✧(trityp == 2 ∧ (i+ k) > j)✧✳
✕ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡❑❖✷❱✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ✐♥séré❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✉r ❧✬❛❢✲
❢❡❝t❛t✐♦♥ ✧trityp = trityp+1✧✱ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸✸ ❀ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ✧trityp = trityp+ 2✧✳
✕ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡❑❖✸ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❛✛❡❝t❛♥t ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡
✺✻ ✭❡rr❡✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❧❧❡✮ ✿ ✧(i+ j) > k✧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✧(i+ k) > j✧✳
✕ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡❑❖✹ ✿ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡
✹✽ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(trityp >= 3)✧ ❡st ❡rr♦♥é❡✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡st
✧(trityp > 3)✧✳
✕ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡❑❖✺ ✿ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛ ❞❡✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s✱ ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❡st s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸✸ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(j! = k)✧✱ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✹✽ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(trityp >= 3)✧ ❀ ♣♦✉r r❡st❛✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✲
❢♦r♠✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣❛r ✧(j == k)✧ ❡t ✧(trityp > 3)✧✳
✕ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡❑❖✻ ✿ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸✸ ✭❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧(j! = k)✧✮ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✧trityp =
trityp + 4✧✮ ❀ ❝❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✧(j == k)✧ ❡t
✧trityp = trityp+ 4✧✳
✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✶ ✴∗ ♣r♦❣r❛♠ ❢ ♦ r t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡ ♣❡r ✐♠❡t❡r
✷ ∗ r ❡ t✉ r♥s ✐ ∗ ❥ ∗❦
✸ ∗ ✐ ∗ ❥ ∗❦ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥② t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✹ ∗ ✐ ∗ ✐ ∗ ❥ ♦r ✷∗ ✐✰❦ ♦r ✷∗ ❥✰✐ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥ ✐ s ♦ s ❝ ❡ ❧ ❡ s t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✺ ∗ ✐ ∗ ✐ ∗ ✐ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛♥ ❡ q ✉ ✐ ❧ ❛ t ❡ r ❛ ❧ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✻ ∗ r ❡ t✉ r♥s −✶ ✐ ❢ ✭ ✐ ✱ ❥ ✱ ❦ ✮ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ♦ ❢ ❛ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✼ ∗✴
✽
✾ ❝ ❧ ❛ s s ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡❑❖④
✶✵ ✴∗❅ r❡q✉ ✐ r ❡ s
✶✶ ❅ ✭ ✐ ❃❂ ✵ ✫✫ ❥ ❃❂ ✵ ✫✫ ❦ ❃❂ ✵✮ ❀
✶✷ ❅ ❡♥s✉r❡s
✶✸ ❅ ✭ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ −✶✮ ✮
✶✹ ❅ ✫✫ ✭ ✭ ✦ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ✫✫ ✭ ✐❂❂❥ ✫✫ ❥❂❂❦✮ ✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂
✐ ∗ ❥ ∗❦ ✮ ✮ ❀
✶✺ ❅∗✴
✶✻ s t ❛ t ✐ ❝ ✐ ♥ t ❝ ❛ ❧ ❧ ❡ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✱ ✐ ♥ t ❥ ✱ ✐ ♥ t ❦ ✮ ④
✶✼ ✐♥ t t r ✐ t ②♣ ❂ ✵ ❀
✶✽ ✐ ♥ t r ❡ s ❀
✶✾ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ✵ ⑤ ⑤ ❥ ❂❂ ✵ ⑤ ⑤ ❦ ❂❂ ✵✮ ④
✷✵ t r ✐ t ②♣ ❂ ✹ ❀
✷✶ r ❡ s ❂ −✶❀
✷✷ ⑥
✷✸ ❡ ❧ s ❡ ④
✷✹ t r ✐ t ②♣ ❂ ✵ ❀
✷✺ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ❥ ✮ ④
✷✻ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✶ ❀
✷✼ ⑥
✷✽ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ❦✮ ④
✷✾ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✷ ❀
✸✵ ⑥
✸✶ ✐ ❢ ✭ ❥ ❂❂ ❦✮ ④
✸✷ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✸ ❀
✸✸ ⑥
✸✹ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✵✮ ④
✸✺ ✐ ❢ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦ ✮ ❁❂ ❥ ✮ ✮ ④
✸✻ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✹ ❀
✸✼ r ❡ s ❂ −✶❀
✸✽ ⑥
✸✾ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✵ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✶ ❀
✹✶ r ❡ s ❂ ✐ ∗ ❥ ∗❦ ❀
✹✷ ⑥
✹✸ ⑥
✹✹ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✺ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ② ♣ ❃ ✸✮ ④
✹✻ r ❡ s ❂ ✐ ∗ ✐ ∗ ✐ ❀
✹✼ ⑥
✹✽ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✾ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✶ ✫✫ ✭ ✐✰❥ ✮ ❃ ❦✮ ④ ✴✴ ✐❂❂❥
✺✵ r ❡ s❂✐ ∗ ✐ ∗❦ ❀
✺✶ ⑥
✺✷ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✸ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✷ ✫✫ ✭ ✐✰❦✮ ❃ ❥ ✮ ④ ✴✴ ✐❂❂❦
✺✹ r ❡ s ❂ ✐ ∗ ✐ ∗ ❥ ❀
✺✺ ⑥
✺✻ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✼ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ② ♣ ❂❂ ✸ ✫✫ ✭ ❥✰❦✮ ❃ ✐ ✮ ④ ✴✴ ❥❂❂❦
✺✽ r ❡ s❂❥ ∗ ❥ ∗ ✐ ❀
✺✾ ⑥
✻✵ ❡ ❧ s ❡ ④
✻✶ r ❡ s❂−✶❀
✻✷ ⑥
✻✸ ⑥
✻✹ ⑥
✻✺ ⑥
✻✻ ⑥
✻✼ ⑥
✻✽ r❡t✉r♥ r ❡ s ❀
✻✾ ⑥
✼✵ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡✳
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✽✸
✕ ❍❡r♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✼✮ ❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
q✉❡ tr✐t②♣❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✬✐❧
r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ✭✐✱❥✱❦✮ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❍ér♦♥✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✿
✕ ❍❡r♦♥❑❖ ✿ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r q✉❡ ❞❛♥s ❚r✐✲
t②♣❡❑❖ ❡t ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖ ✭❧✬❡rr❡✉r ❡st s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✜♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ♠✉té❡ ❡st s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✻✶ ✿ ✧res = s ∗ (s−
i) ∗ (s− j) ∗ (s− i)✧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✧res = s ∗ (s− i) ∗ (s− j) ∗ (s− j)✧✳
✕ ❍❡r♦♥❑❖✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✐♥❥❡❝té❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧✐❣♥❡ ✺✾ ✭♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r q✉❡ ❞❛♥s ❚r✐t②♣❡❑❖✷ ❡t ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✷✮ ✿
trityp == 1 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ trityp == 2✳ ▲❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ {i = 2, j = 2, k = 4}✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ❝❡ ❝❛s
❞✬❡rr❡✉r✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❍❡r♦♥❑❖✷ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 32 ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧✬✐♥✲
str✉❝t✐♦♥ ✧res = s ∗ (s − i) ∗ (s − j) ∗ (s − i)✧ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ 62 ❀ ♦r ✐❧ ❞❡✈r❛✐t
r❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 ❝♦♠♠❡ q✉♦✐ ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛❧✐❞❡✳
✕ ❍❡r♦♥❱✶✱ ❍❡r♦♥❱✷ ✿ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❍❡r♦♥❱✶ ❡t ❍❡r♦♥❱✷ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❍❡r♦♥❑❖ ❡t ❍❡r♦♥❑❖✷✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st
q✉❡ ❞❛♥s ❍❡r♦♥❱✶ ❡t ❍❡r♦♥❱✷✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ✧s = (i + j + k)/2✧ ✭❧✐❣♥❡ ✶✾✮
❡st s✉♣♣r✐♠é❡ ❀ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✧(i + j + k)/2✧ ❡st s✉❜st✐t✉é❡ à ✧s✧ ❞❛♥s ❧❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✧res✧✳
✕ ❍❡r♦♥❑❖✷❱✷ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❍❡r♦♥❑❖✷❱✷ ❡st s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸✶ ✿ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
✧trityp = trityp + 1✧ ❀ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦rr✐❣❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠❡ttr❡ à s❛ ♣❧❛❝❡ ✧trityp =
trityp+ 2✧✳
✕ ❍❡r♦♥❑❖✸ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❍❡r♦♥❑❖✸ ❡st s✐t✉é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡
✺✾ ✿ ✧(i+ j) > k✧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✧(i+ k) > j✧✳
✕ ❍❡r♦♥❑❖✹ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❍❡r♦♥❑❖✹ ❡st s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✹✼ ✿
✧trityp >= 3✧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✧trityp > 3✧✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t❡ {i = 2, j =
3, k = 3}✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡✈r❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 8✳
✕ ❍❡r♦♥❑❖✺ ✿ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❍❡r♦♥❑❖✺ s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s
✸✷ ❡t ✹✼ ✿ ✧(j! = k)✧ ❡t ✧(trityp >= 3)✧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✧(j ==
k)✧ ❡t ✧(trityp > 3)✧✳
✕ ❍❡r♦♥❑❖✻ ✿ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❡rr❡✉rs✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❧❧❡ ✭❧✐❣♥❡
✸✷ ✿ ✧(j! = k)✧✮ ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✭❧✐❣♥❡ ✸✸ ✿ ✧trityp = trityp + 4✧✮ ❀ ❝❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✧(j == k)✧ ❡t ✧trityp = trityp+3✧✳
✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✶ ✴∗ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦ ❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦ ❢ ❛ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡ ✳
✷ ■ t ✉s❡s t❤❡ ❍❡r♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s s ♣ ❡ ❝ ✐ ❢ ✐ ❝ ❛ t ✐ ♦ ♥ ✳ ■ t ✉s❡s ❛ s ♣ ❡ ❝ ✐ ❢ ✐ ❝ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❛r❡❛ ✇❤❡♥ t❤❡ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡ ✐ s ❡ q ✉ ✐ ❧ ❛ t ❡ r ❛ ❧ ❛♥❞ ✉s❡s s♦♠❡ ✈❛ r ✐ ❛ t ✐ ♦ ♥ s ♦ ❢ t❤❡ ❍❡r♦♥ ❢♦r♠✉❧❛
✇❤❡♥ t❤❡ t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡ ✐ s ✐ s ♦ s ❝ ❡ ❧ ❡ s ✳
✸ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s ✐ ❞ ❡ s ✐ s ❡✈❡♥ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r ❡ s s ✐ ♦♥ ✭ ✐✰❥✰❦✮ ✴✷
✉s❡❞ ✐♥ ❍❡r♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐ s ❛♥ ✐ ♥ t ❡ ❣ ❡ r ✳
✹
✺ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐ ❧ ❧ ✉ s t r ❛ t ❡ s t❤❡ ❝❛s❡ ♦ ❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛ ❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✻ ∗✴
✼
✽ ❝ ❧ ❛ s s ❍❡r♦♥❑❖ ④
✾ ✴∗❅ r❡q✉ ✐ r ❡ s
✶✵ ❅ ✭ ✭ ✐ ❃❂ ✵ ✫✫ ❥ ❃❂ ✵ ✫✫ ❦ ❃❂ ✵✮ ✫✫ ✭✷∗ ✭ ✐✰❥✰❦✮✴✷❂❂✭ ✐✰❥✰❦✮ ✮ ❀
✶✶ ❅ ❡♥s✉r❡s
✶✷ ❅ ✭ ✭ ✭ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦ ✮ ❁❂ ❥ ✮ ⑤ ⑤ ✭ ✐❂❂✵ ✫✫ ❥❂❂✵ ✫✫ ❦❂❂✵✮✮ ❂❂❃ ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t
❂❂ −✶✮ ✮
✶✸ ❅ ✫✫ ✭ ✦ ✭ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦✮ ❁❂ ❥ ✮ ⑤ ⑤ ✭ ✐❂❂✵ ✫✫ ❥❂❂✵ ✫✫ ❦❂❂✵✮✮ ✮ ❂❂❃ ✭❭
r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ ✭ ✐✰❥✰❦✮ ✴✷∗✭✭ ✐✰❥✰❦✮✴✷− ✐ ✮ ∗ ✭ ✭ ✐✰❥✰❦✮✴✷− ❥ ✮ ∗ ✭ ✭ ✐✰❥✰❦✮✴✷−❦ ✮ ✮ ✮ ❀
✶✹ ❅∗✴
✶✺ s t ❛ t ✐ ❝ ✐ ♥ t ❝ ❛ ❧ ❧ ❡ r ✭ ✐ ♥ t ✐ ✱ ✐ ♥ t ❥ ✱ ✐ ♥ t ❦ ✮ ④
✶✻ ✐♥ t t r ✐ t ②♣ ❂ ✵ ❀
✶✼ ✐ ♥ t r ❡ s ❂ ✵ ❀
✶✽ ✐ ♥ t s ❂ ✭ ✐✰❥✰❦✮ ✴✷ ❀
✶✾ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ✵ ⑤ ⑤ ❥ ❂❂ ✵ ⑤ ⑤ ❦ ❂❂ ✵✮ ④
✷✵ t r ✐ t ②♣ ❂ ✹ ❀
✷✶ r ❡ s ❂ ✵ ❀
✷✷ ⑥
✷✸ ❡ ❧ s ❡ ④
✷✹ t r ✐ t ②♣ ❂ ✵ ❀
✷✺ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ❥ ✮ ④
✷✻ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✶ ❀
✷✼ ⑥
✷✽ ✐ ❢ ✭ ✐ ❂❂ ❦✮ ④
✷✾ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✷ ❀
✸✵ ⑥
✸✶ ✐ ❢ ✭ ❥ ❂❂ ❦✮ ④
✸✷ t r ✐ t ②♣ ❂ t r ✐ t ②♣ ✰ ✸ ❀
✸✸ ⑥
✸✹ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✵✮ ④
✸✺ ✐ ❢ ✭ ✭ ✐✰❥ ✮ ❁❂ ❦ ⑤ ⑤ ✭ ✭ ❥✰❦✮ ❁❂ ✐ ⑤ ⑤ ✭ ✐✰❦ ✮ ❁❂ ❥ ✮ ✮ ④
✸✻ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✹ ❀
✸✼ r ❡ s ❂ −✶❀
✸✽ ⑥
✸✾ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✵ t r ✐ t ②♣ ❂ ✶ ❀ ✴✴ ❛♥② t r ✐ ❛ ♥ ❣ ❧ ❡
✹✶ r ❡ s ❂ s ∗✭ s−✐ ✮ ∗✭ s−❥ ✮ ∗✭ s−❦ ✮ ❀
✹✷ ⑥
✹✸ ⑥
✹✹ ❡ ❧ s ❡ ④
✹✺ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❃ ✸✮ ④ ✴✴ ❡ q ✉ ✐ ❧ ❛ t ❡ r ❛ ❧
✹✻ t r ✐ t ②♣ ❂ ✸ ❀
✹✼ r ❡ s ❂ ✭✸∗ ✐ ∗ ✐ ∗ ✐ ∗ ✐ ✮ ✴✶✻ ❀
✹✽ ⑥
✹✾ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✵ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✶ ✫✫ ✭ ✐✰❥ ✮ ❃ ❦✮ ④ ✴✴ ✐ s ♦ s ❝ ❡ ❧ ❡ s
✺✶ t r ✐ t ②♣ ❂ ✷ ❀
✺✷ ✴✴ ✐❂❂❥
✺✸ r ❡ s ❂ s ∗✭ s−✐ ✮ ∗✭ s−✐ ✮ ∗✭ s−❦ ✮ ❀
✺✹
✺✺ ⑥
✺✻ ❡ ❧ s ❡ ④
✺✼ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ②♣ ❂❂ ✷ ✫✫ ✭ ✐✰❦✮ ❃ ❥ ✮ ④
✺✽ t r ✐ t ②♣ ❂ ✷ ❀
✺✾ ✴✴ ✐❂❂❦
✻✵ r ❡ s ❂ s ∗✭ s−✐ ✮ ∗✭ s−❥ ✮ ∗✭ s−✐ ✮ ❀
✻✶ ⑥
✻✷ ❡ ❧ s ❡ ④
✻✸ ✐ ❢ ✭ t r ✐ t ② ♣ ❂❂ ✸ ✫✫ ✭ ❥✰❦✮ ❃ ✐ ✮ ④
✻✹ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✷ ❀
✻✺ ✴✴ ❥❂❂❦
✻✻ r ❡ s ❂ s ∗✭ s−✐ ✮ ∗✭ s−❥ ✮ ∗✭ s−❥ ✮ ❀
✻✼ ⑥
✻✽ ❡ ❧ s ❡ ④
✻✾ t r ✐ t ② ♣ ❂ ✹ ❀
✼✵ r ❡ s ❂ −✶❀
✼✶
✼✷ ⑥
✼✸ ⑥
✼✹ ⑥
✼✺ ⑥
✼✻ ⑥
✼✼ ⑥
✼✽ r❡t✉r♥ r ❡ s ❀
✼✾ ⑥
✽✵
✽✶ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❍❡r♦♥
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✽✺
✺✳✹✳✶✳✸ Pr♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé tr♦✐s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡s ✿ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt✱ ❙✉♠ ❡t ❙q✉❛r❡✲
❘♦♦t✳ ❈❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❇✉❣❆ss✐st s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ P♦✉r ❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡s ❜♦✉❝❧❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦✉t✐❧ ❀ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡
❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ♣♦✉r ❧❛♥❝❡r ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t ❇✉❣❆ss✐st✳
✕ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✽✮ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr✐ à
❜✉❧❧❡s✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s ❀ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ n2✱ ♦ù n ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✿ ❧❡ tr✐ à ❜✉❧❧❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré
♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr✐✳ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦♥é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❡♥tr❛î♥❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à tr✐❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
s❡s n − 1 ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts✳ ▲❡ ♠❛✉✈❛✐s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt ❡st
❞û ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✐♥s✉✣s❛♥t ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û à
❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✉t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❥ ✿ ❥ ❂ t❛❜✳❧❡♥❣t❤ ✲ ✶ ❀ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ❥ ❂ t❛❜✳❧❡♥❣t❤✳
✶ ❝ ❧ ❛ s s ❇✉❜❜❧❡❙♦rt ④
✷ ✴∗❅ ❡♥s✉r❡s
✸ ❅ ✭❭ ❢ ♦ r ❛ ❧ ❧ ✐ ♥ t ❦✷ ❀
✹ ❅ ✭ ❦✷ ❃❂ ✵ ✫✫ ❦✷ ❁ t❛❜ ✳ ❧ ❡♥❣t❤ − ✶✮ ❀
✺ ❅ t❛❜ ❬ ❦✷ ❪ ❁❂ t❛❜ ❬ ❦✷ ✰ ✶ ❪ ✮ ❀
✻ ❅∗✴
✼
✽ ✈♦✐❞ ❜✉❜❜❧❡❙♦rt ✭ ✐ ♥ t ❬ ❪ t❛❜ ✮ ④
✾ ✐♥ t ✐ ❂ ✵ ❀
✶✵ ✐ ♥ t ❥ ❂ t❛❜ ✳ ❧ ❡♥❣t❤ − ✶ ❀ ✴∗ ❡ r r ♦ r ✿ t❤❡ ✐ ♥ s t r ✉ ❝ t ✐ ♦ ♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❥ ❂ t❛❜ ✳ ❧ ❡♥❣t❤ ∗✴
✶✶ ✐♥ t ❛✉① ❂ ✵ ❀
✶✷ ✐ ♥ t ❢ ✐ ♥ ✐ ❂ ✵ ❀
✶✸ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ❢ ✐ ♥ ✐ ❂❂ ✵✮ ④
✶✹ ❢ ✐ ♥ ✐ ❂ ✶ ❀
✶✺ ✐ ❂ ✶ ❀
✶✻ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ✐ ❁ ❥ ✮ ④
✶✼
✶✽ ✐ ❢ ✭ t❛❜ ❬ ✐ −✶❪ ❃ t❛❜ ❬ ✐ ❪ ✮ ④
✶✾ ❛✉① ❂ t❛❜ ❬ ✐ −✶❪ ❀
✷✵ t❛❜ ❬ ✐ −✶❪ ❂ t❛❜ ❬ ✐ ❪ ❀
✷✶ t❛❜ ❬ ✐ ❪ ❂ ❛✉① ❀
✷✷ ❢ ✐ ♥ ✐ ❂ ✵ ❀
✷✸ ⑥
✷✹ ✐ ❂ ✐ ✰ ✶ ❀
✷✺ ⑥
✷✻ ❥ ❂ ❥ − ✶ ❀
✷✼ ⑥
✷✽ r❡t✉r♥ ❀
✷✾ ⑥
✸✵ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt
✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❙q✉❛r❡❘♦♦t ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✾✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡
❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r ✺✵✳ ❯♥❡ ❡rr❡✉r ❡st ✐♥❥❡❝té❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡
✶✸✱ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ à r❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✽ ❀ ♦r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦✐t r❡t♦✉r♥❡r ✼✳
❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❇✉❣❆ss✐st✱ ✐❧
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s s❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s s❛
♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✶ ❝ ❧ ❛ s s ❙q✉❛r❡❘♦♦t④
✷ ✴∗❅ ❡♥s✉r❡s ✭ ✭ r ❡ s ∗ r❡s❁❂✈❛❧ ✮ ✫✫ ✭ r ❡ s✰✶✮∗✭ r ❡ s✰✶✮❃✈❛❧ ✮ ❀ ∗✴
✸ ✐♥ t ❙q✉❛r❡❘♦♦t ✭ ✮
✹ ④
✺ ✐ ♥ t ✈❛ ❧ ❂ ✺✵ ❀
✻ ✐ ♥ t ✐ ❂ ✶ ❀
✼ ✐ ♥ t ✈ ❂ ✵ ❀
✽ ✐ ♥ t r ❡ s ❂ ✵ ❀
✾ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ✈ ❁ ✈❛❧ ✮ ④
✶✵ ✈ ❂ ✈ ✰ ✷∗ ✐ ✰ ✶ ❀
✶✶ ✐❂ ✐ ✰ ✶ ❀
✶✷ ⑥
✶✸ r ❡ s ❂ ✐ ❀ ✴∗ ❡ r r ♦ r ✿ t❤❡ ✐ ♥ s t r ✉ ❝ t ✐ ♦ ♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r ❡ s ❂ ✐ − ✶∗✴
✶✹ r❡t✉r♥ r ❡ s ❀
✶✺ ⑥
✶✻ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❙q✉❛r❡❘♦♦t
✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❙✉♠ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✺✳✶✵✮ ♣r❡♥❞ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ n ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱
❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
∑n
i=1 i✳ ▲❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✳
▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❙✉♠ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
∑n−1
i=1 i ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
∑n
i=1 i✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱ ❡t ✉♥❡ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳
✶ ❝ ❧ ❛ s s ❙✉♠ ④
✷ ✴∗❅ ❡♥s✉r❡s ✭❭ r ❡ s ✉ ❧ t ❂❂ ✭♥∗✭♥✰✶✮ ✮ ✴✷✮ ❀❅∗✴
✸ s t ❛ t ✐ ❝ ✐ ♥ t ❙✉♠ ✭ ✐♥ t ♥✮ ④
✹ ✐♥ t s ❂ ✵ ❀
✺ ✐ ♥ t ✐ ❂ ✵ ❀
✻ ✇❤✐ ❧❡ ✭ ✐ ❁ ♥✮ ④
✼ s ❂ s ✰ ✐ ❀
✽ ✐ ❂ ✐ ✰ ✶ ❀
✾ ⑥
✶✵ r❡t✉r♥ s ❀
✶✶ ⑥
✶✷ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❙✉♠
▲❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿
✴✴✇✇✇✳✐✸s✳✉♥✐❝❡✳❢r✴⑦❜❡❦❦♦✉❝❤✴❇❡♥❝❤❴▼♦❤❛♠♠❡❞✳❤t♠❧✳
✺✳✹✳✶✳✹ ❇❡♥❝❤♠❛r❦s ré❛❧✐st❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ é✈❛❧✉é ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❚❈❆❙ ✭❚r❛✣❝ ❈♦❧✲
❧✐s✐♦♥ ❆✈♦✐❞❛♥❝❡ ❙②st❡♠✮ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡st ❙✐❡♠❡♥s❬❘♦s❡♥❜❧✉♠ ✶✾✾✼❪ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛♥s ✜❣✳ ✺✳✶✶ ❡t ✜❣✳ ✺✳✶✷✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❛✉ss✐ ❞✬✉♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛❧❡rt❡ ❞❡ tr❛✜❝ ❡t ❞✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
❛ér✐❡♥♥❡s✳ ■❧ ② ❛ ✹✶ ✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s ❡t ✶✻✵✽ ❝❛s ❞❡ t❡sts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé t♦✉t❡s
❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❡rr♦♥é❡s s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ AltLayerV alue ❞é❜♦r❞❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉
PositiveRAAltThresh ❝❛r ❧❡s ❞é❜♦r❞❡♠❡♥ts ❞❡ t❛❜❧❡❛✉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr❛✐tés ❞❛♥s
❈P❇P❱✳ ❆ s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❚❝❛s❑❖✳✳✳❚❝❛s❑❖✹✶✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❝❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s s♦♥t ♣r♦✈♦q✉é❡s à ❞❡s ❡♥❞r♦✐ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ✶✻✵✽ ❝❛s ❞❡ t❡sts s♦♥t ♣r♦♣♦sés✱
❝❤❛❝✉♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s ❞❡ t❡st Tj ✱ ♦♥
❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ TcasViTj q✉✐ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✽✼
❞♦♥t ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳
✶
✷ ✴∗ −∗− ▲❛st−❊❞✐t ✿ ❋r ✐ ❏❛♥ ✷✾ ✶✶ ✿ ✶✸ ✿ ✷✼ ✶✾✾✸ ❜② ❚❛r❛❦ ❙ ✳ ●♦r❛❞✐❛ ❀ −∗− ∗✴
✸ ✴∗ ✩▲♦❣ ✿ t ❝❛ s ✳ ❝ ✱ ✈ ✩
✹ ∗ ❘❡✈✐s ✐♦♥ ✶ ✳✷ ✶✾✾✸✴✵✸✴✶✷ ✶✾ ✿ ✷✾ ✿ ✺✵ ❢ ♦ s t ❡ r
✺ ∗ ❈♦rr❡❝t ❧ ♦ ❣ ✐ ❝ ❜✉❣ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞♥ ✬ t ❛ ❧ ❧♦✇ ♦✉t♣✉t ♦ ❢ ✷ − ❤❢
✻ ∗ ∗✴
✼
✽ ★✐♥❝ ❧✉❞❡ ❁s t❞ ✐ ♦ ✳ ❤❃
✾
✶✵ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❖▲❊❱ ✻✵✵ ✴∗ ✐♥ ❢ ❡ ❡ t s ✴♠✐♥✉t❡ ∗✴
✶✶ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ▼❆❳❆▲❚❉■❋❋ ✻✵✵ ✴∗ ♠❛① ❛ ❧ t ✐ t ✉ ❞ ❡ ❞ ✐ ❢ ❢ ❡ r ❡ ♥ ❝ ❡ ✐♥ ❢ ❡ ❡ t ∗✴
✶✷ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ▼■◆❙❊P ✸✵✵ ✴∗ ♠✐♥ s❡♣❛r❛ t ✐ ♦♥ ✐♥ ❢ ❡ ❡ t ∗✴
✶✸ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ◆❖❩❈❘❖❙❙ ✶✵✵ ✴∗ ✐♥ ❢ ❡ ❡ t ∗✴
✶✹ ✴∗ ✈❛ r ✐ ❛ ❜ ❧ ❡ s ∗✴
✶✺ t②♣❡❞❡ ❢ ✐ ♥ t ❜♦♦❧ ❀
✶✻ ✐ ♥ t ❈✉r❴❱❡rt✐❝❛❧❴❙❡♣ ❀
✶✼ ❜♦♦❧ ❍✐❣❤❴❈♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ❀
✶✽ ❜♦♦❧ ❚✇♦❴♦❢❴❚❤r❡❡❴❘❡♣♦rts❴❱❛❧✐❞ ❀
✶✾ ✐ ♥ t ❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ❀
✷✵ ✐ ♥ t ❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t❴❘❛t❡ ❀
✷✶ ✐ ♥ t ❖t❤❡r❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ❀
✷✷ ✐ ♥ t ❆❧t❴▲❛②❡r❴❱❛❧✉❡ ❀ ✴∗ ✵ ✱ ✶ ✱ ✷ ✱ ✸ ∗✴
✷✸ ✐♥ t P♦s✐t✐✈❡❴❘❆❴❆❧t❴❚❤r❡s❤ ❬ ✹ ❪ ❀
✷✹ ✐ ♥ t ❯♣❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❀
✷✺ ✐ ♥ t ❉♦✇♥❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❀
✷✻ ✴∗ s t ❛ t ❡ ✈ ❛ r ✐ ❛ ❜ ❧ ❡ s ∗✴
✷✼ ✐♥ t ❖t❤❡r❴❘❆❈❀ ✴∗ ◆❖❴■◆❚❊◆❚✱ ❉❖❴◆❖❚❴❈▲■▼❇✱ ❉❖❴◆❖❚❴❉❊❙❈❊◆❉ ∗✴
✷✽ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ◆❖❴■◆❚❊◆❚ ✵
✷✾ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❉❖❴◆❖❚❴❈▲■▼❇ ✶
✸✵ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❉❖❴◆❖❚❴❉❊❙❈❊◆❉ ✷
✸✶ ✐♥ t ❖t❤❡r❴❈❛♣❛❜✐❧ ✐t② ❀ ✴∗ ❚❈❆❙❴❚❆✱ ❖❚❍❊❘ ∗✴
✸✷ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❚❈❆❙❴❚❆ ✶
✸✸ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❖❚❍❊❘ ✷
✸✹ ✐♥ t ❈❧✐♠❜❴■♥❤✐❜✐t ❀ ✴∗ t r✉❡ ✴ ❢ ❛ ❧ s ❡ ∗✴
✸✺ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❯◆❘❊❙❖▲❱❊❉ ✵
✸✻ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❯P❲❆❘❉❴❘❆ ✶
✸✼ ★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❉❖❲◆❲❆❘❉❴❘❆ ✷
✸✽
✸✾ ✈♦✐❞ ✐ ♥ ✐ t ✐ ❛ ❧ ✐ ③ ❡ ✭ ✮
✹✵ ④
✹✶ P♦s✐t✐✈❡❴❘❆❴❆❧t❴❚❤r❡s❤ ❬ ✵ ❪ ❂ ✹✵✵ ❀
✹✷ P♦s✐t✐✈❡❴❘❆❴❆❧t❴❚❤r❡s❤ ❬ ✶ ❪ ❂ ✺✵✵ ❀
✹✸ P♦s✐t✐✈❡❴❘❆❴❆❧t❴❚❤r❡s❤ ❬ ✷ ❪ ❂ ✻✹✵ ❀
✹✹ P♦s✐t✐✈❡❴❘❆❴❆❧t❴❚❤r❡s❤ ❬ ✸ ❪ ❂ ✼✹✵ ❀
✹✺ ⑥
✹✻
✹✼ ✐♥ t ❆▲■▼ ✭✮
✹✽ ④
✹✾ r❡t✉r♥ P♦s✐t✐✈❡❴❘❆❴❆❧t❴❚❤r❡s❤ ❬ ❆❧t❴▲❛②❡r❴❱❛❧✉❡ ❪ ❀
✺✵ ⑥
✺✶
✺✷ ✐♥ t ■♥❤✐❜✐t❴❇✐❛s❡❞❴❈❧✐♠❜ ✭ ✮
✺✸ ④
✺✹ r❡t✉r♥ ✭ ❈❧✐♠❜❴■♥❤✐❜✐t ❄ ❯♣❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✰ ◆❖❩❈❘❖❙❙ ✿ ❯♣❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✮ ❀
✺✺ ⑥
✺✻
✺✼ ❜♦♦❧ ◆♦♥❴❈r♦ss✐♥❣❴❇✐❛s❡❞❴❈❧✐♠❜ ✭ ✮
✺✽ ④
✺✾ ✐♥ t ✉♣✇❛r❞❴♣r❡❢❡rr❡❞ ❀
✻✵ ✐ ♥ t ✉♣✇❛r❞❴❝r♦ss ✐♥❣❴s✐t✉❛t ✐♦♥ ❀
✻✶ ❜♦♦❧ r ❡ s ✉ ❧ t ❀
✻✷ ✉♣✇❛r❞❴♣r❡❢❡rr❡❞ ❂ ■♥❤✐❜✐t❴❇✐❛s❡❞❴❈❧✐♠❜ ✭ ✮ ❃ ❉♦✇♥❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❀
✻✸ ✐ ❢ ✭ ✉♣✇❛r❞❴♣r❡❢❡rr❡❞ ✮
✻✹ ④
✻✺ r ❡ s ✉ ❧ t ❂ ✦ ✭ ❖✇♥❴❇❡❧♦✇❴❚❤r❡❛t ✭ ✮ ✮ ⑤ ⑤ ✭ ✭❖✇♥❴❇❡❧♦✇❴❚❤r❡❛t ✭ ✮ ✮ ✫✫ ✭ ✦ ✭ ❉♦✇♥❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❃❂ ❆▲■▼✭✮
✮ ✮ ✮ ❀
✻✻ ⑥
✻✼ ❡ ❧ s ❡
✻✽ ④
✻✾ r ❡ s ✉ ❧ t ❂ ❖✇♥❴❆❜♦✈❡❴❚❤r❡❛t ✭ ✮ ✫✫ ✭❈✉r❴❱❡rt✐❝❛❧❴❙❡♣ ❃❂ ▼■◆❙❊P✮ ✫✫ ✭❯♣❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❃❂ ❆▲■▼✭✮
✮ ❀
✼✵ ⑥
✼✶ r❡t✉r♥ r ❡ s ✉ ❧ t ❀
✼✷ ⑥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ P♦rt✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚❝❛s
✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✶
✷ ❜♦♦❧ ◆♦♥❴❈r♦ss✐♥❣❴❇✐❛s❡❞❴❉❡s❝❡♥❞ ✭ ✮
✸ ④
✹ ✐♥ t ✉♣✇❛r❞❴♣r❡❢❡rr❡❞ ❀
✺ ✐ ♥ t ✉♣✇❛r❞❴❝r♦ss ✐♥❣❴s✐t✉❛t ✐♦♥ ❀
✻ ❜♦♦❧ r ❡ s ✉ ❧ t ❀
✼ ✉♣✇❛r❞❴♣r❡❢❡rr❡❞ ❂ ■♥❤✐❜✐t❴❇✐❛s❡❞❴❈❧✐♠❜ ✭ ✮ ❃ ❉♦✇♥❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❀
✽ ✐ ❢ ✭ ✉♣✇❛r❞❴♣r❡❢❡rr❡❞ ✮
✾ ④
✶✵ r ❡ s ✉ ❧ t ❂ ❖✇♥❴❇❡❧♦✇❴❚❤r❡❛t ✭ ✮ ✫✫ ✭❈✉r❴❱❡rt✐❝❛❧❴❙❡♣ ❃❂ ▼■◆❙❊P✮ ✫✫ ✭❉♦✇♥❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❃❂ ❆▲■▼
✭✮ ✮ ❀
✶✶ ⑥
✶✷ ❡ ❧ s ❡
✶✸ ④
✶✹ r ❡ s ✉ ❧ t ❂ ✦ ✭ ❖✇♥❴❆❜♦✈❡❴❚❤r❡❛t ✭ ✮ ✮ ⑤ ⑤ ✭ ✭❖✇♥❴❆❜♦✈❡❴❚❤r❡❛t ✭ ✮ ✮ ✫✫ ✭❯♣❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❃❂ ❆▲■▼✭✮ ✮ ✮ ❀
✶✺ ⑥
✶✻ r❡t✉r♥ r ❡ s ✉ ❧ t ❀
✶✼ ⑥
✶✽
✶✾ ❜♦♦❧ ❖✇♥❴❇❡❧♦✇❴❚❤r❡❛t ✭ ✮
✷✵ ④
✷✶ r❡t✉r♥ ✭❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ❁ ❖t❤❡r❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ✮ ❀
✷✷ ⑥
✷✸
✷✹ ❜♦♦❧ ❖✇♥❴❆❜♦✈❡❴❚❤r❡❛t ✭ ✮
✷✺ ④
✷✻ r❡t✉r♥ ✭❖t❤❡r❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ❁ ❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ✮ ❀
✷✼ ⑥
✷✽
✷✾ ✐♥ t ❛❧t❴s❡♣❴t❡st ✭ ✮
✸✵ ④
✸✶ ❜♦♦❧ ❡♥❛❜❧❡❞ ✱ t❝❛s❴❡q✉✐♣♣❡❞ ✱ ✐♥t❡♥t❴♥♦t❴❦♥♦✇♥ ❀
✸✷ ❜♦♦❧ ♥❡❡❞❴✉♣✇❛r❞❴❘❆ ✱ ♥❡❡❞❴❞♦✇♥✇❛r❞❴❘❆ ❀
✸✸ ✐♥ t ❛❧t❴s❡♣ ❀
✸✹ ❡♥❛❜❧❡❞ ❂ ❍✐❣❤❴❈♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ✫✫ ✭❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t❴❘❛t❡ ❁❂ ❖▲❊❱✮ ✫✫ ✭❈✉r❴❱❡rt✐❝❛❧❴❙❡♣ ❃
▼❆❳❆▲❚❉■❋❋✮ ❀
✸✺ t❝❛s❴❡q✉✐♣♣❡❞ ❂ ❖t❤❡r❴❈❛♣❛❜✐❧ ✐t② ❂❂ ❚❈❆❙❴❚❆❀
✸✻ ✐♥t❡♥t❴♥♦t❴❦♥♦✇♥ ❂ ❚✇♦❴♦❢❴❚❤r❡❡❴❘❡♣♦rts❴❱❛❧✐❞ ✫✫ ❖t❤❡r❴❘❆❈ ❂❂ ◆❖❴■◆❚❊◆❚❀
✸✼ ❛❧t❴s❡♣ ❂ ❯◆❘❊❙❖▲❱❊❉❀
✸✽ ✐ ❢ ✭ ❡♥❛❜❧❡❞ ✫✫ ✭✭ t❝❛s❴❡q✉✐♣♣❡❞ ✫✫ ✐♥t❡♥t❴♥♦t❴❦♥♦✇♥ ✮ ⑤ ⑤ ✦ t❝❛s❴❡q✉✐♣♣❡❞ ✮ ✮
✸✾ ④
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✹✺ ❛♥❞ ❖t❤❡r❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ❁ ❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ✱ ✇❤✐❝❤ ✐ s♥ ✬ t ♣ ♦ s s ✐ ❜ ❧ ❡ ∗✴
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✹✾ ❡ ❧ s ❡ ✐ ❢ ✭♥❡❡❞❴❞♦✇♥✇❛r❞❴❘❆✮
✺✵ ❛❧t❴s❡♣ ❂ ❉❖❲◆❲❆❘❉❴❘❆❀
✺✶ ❡ ❧ s ❡
✺✷ ❛❧t❴s❡♣ ❂ ❯◆❘❊❙❖▲❱❊❉❀
✺✸ ⑥
✺✹ r❡t✉r♥ ❛❧t❴s❡♣ ❀
✺✺ ⑥
✺✻
✺✼ ♠❛✐♥ ✭ ❛r❣❝ ✱ ❛r❣✈ ✮
✺✽ ✐ ♥ t ❛r❣❝ ❀
✺✾ ❝❤❛r ∗❛r❣✈ ❬ ❪ ❀
✻✵ ④
✻✶ ✐ ❢ ✭ ❛r❣❝ ❁ ✶✸✮
✻✷ ④
✻✸ ❢ ♣ r ✐ ♥ t ❢ ✭ st❞♦✉t ✱ ✧❊rr♦r ✿ ❈♦♠♠❛♥❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❭♥✧ ✮ ❀
✻✹ ❢ ♣ r ✐ ♥ t ❢ ✭ st❞♦✉t ✱ ✧❈✉r❴❱❡rt✐❝❛❧❴❙❡♣ ✱ ❍✐❣❤❴❈♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ✱ ❚✇♦❴♦❢❴❚❤r❡❡❴❘❡♣♦rts❴❱❛❧✐❞❭♥✧ ✮ ❀
✻✺ ❢ ♣ r ✐ ♥ t ❢ ✭ st❞♦✉t ✱ ✧❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ✱ ❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t❴❘❛t❡ ✱ ❖t❤❡r❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t❭♥✧ ✮ ❀
✻✻ ❢ ♣ r ✐ ♥ t ❢ ✭ st❞♦✉t ✱ ✧❆❧t❴▲❛②❡r❴❱❛❧✉❡ ✱ ❯♣❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✱ ❉♦✇♥❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥❭♥✧ ✮ ❀
✻✼ ❢ ♣ r ✐ ♥ t ❢ ✭ st❞♦✉t ✱ ✧❖t❤❡r❴❘❆❈✱ ❖t❤❡r❴❈❛♣❛❜✐❧✐t② ✱ ❈❧✐♠❜❴■♥❤✐❜✐t ❭♥✧ ✮ ❀
✻✽ ❡ ① ✐ t ✭✶ ✮ ❀
✻✾ ⑥
✼✵ ✐ ♥ ✐ t ✐ ❛ ❧ ✐ ③ ❡ ✭ ✮ ❀
✼✶ ❈✉r❴❱❡rt✐❝❛❧❴❙❡♣ ❂ ❛t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✶ ❪ ✮ ❀
✼✷ ❍✐❣❤❴❈♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ❂ ❛ t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✷ ❪ ✮ ❀
✼✸ ❚✇♦❴♦❢❴❚❤r❡❡❴❘❡♣♦rts❴❱❛❧✐❞ ❂ ❛ t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✸ ❪ ✮ ❀
✼✹ ❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ❂ ❛ t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✹ ❪ ✮ ❀
✼✺ ❖✇♥❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t❴❘❛t❡ ❂ ❛ t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✺ ❪ ✮ ❀
✼✻ ❖t❤❡r❴❚r❛❝❦❡❞❴❆❧t ❂ ❛ t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✻ ❪ ✮ ❀
✼✼ ❆❧t❴▲❛②❡r❴❱❛❧✉❡ ❂ ❛ t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✼ ❪ ✮ ❀
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✼✾ ❉♦✇♥❴❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❂ ❛t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✾ ❪ ✮ ❀
✽✵ ❖t❤❡r❴❘❆❈ ❂ ❛t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✶ ✵ ❪ ✮ ❀
✽✶ ❖t❤❡r❴❈❛♣❛❜✐❧ ✐t② ❂ ❛ t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✶ ✶ ❪ ✮ ❀
✽✷ ❈❧✐♠❜❴■♥❤✐❜✐t ❂ ❛ t♦ ✐ ✭ ❛r❣✈ ❬ ✶ ✷ ❪ ✮ ❀
✽✸ ❢ ♣ r ✐ ♥ t ❢ ✭ st❞♦✉t ✱ ✧✪❞❭♥✧ ✱ ❛ ❧t❴s❡♣❴t❡st ✭ ✮ ✮ ❀
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❙✉✐t❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚❝❛s
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✽✾
✺✳✹✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❈♦♠♠❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡st ❜❛sé s✉r ❈P❇P❱❬❈♦❧❧❛✈✐③③❛ ✷✵✶✵❪ q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❞❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s ❏❛✈❛ ❡t q✉❡ ❇✉❣❆ss✐st tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❈✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥✲
str✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✿
✕ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❏❛✈❛ ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❏▼▲ ❀
✕ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❆◆❙■✲❈ ❛♥♥♦té❡ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❡♥ ❆❈❙▲✳
▲❡s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s
❡rr❡✉rs✳ ▲❛ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉✬❛✉ ♣❧✉s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ❢❛✉ss❡s s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝❤❡r❝❤é ❞❡ ▼❈❙s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✸✳ ◆♦✉s
♥❡ ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s ❡t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡✳
❇✉❣❆ss✐st ✉t✐❧✐s❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❈❇▼❈ ❬❈❧❛r❦❡ ✷✵✵✹❪ ✺
♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❛ tr❛❝❡ ❡rr♦♥é❡ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❈P❇P❱ ❬❈♦❧❧❛✈✐③③❛ ✷✵✵✾❪✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉✬✐❧ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ♣♦✉r ❧❛ rés♦✉❞r❡✳ P♦✉r ❧❡
s♦❧✈❡✉r ▼❛①❙❆❚✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ▼❙❯♥❈♦r❡✷ ❬▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ✷✵✵✾❪✳ ❈♦♥tr❛✐r❡✲
♠❡♥t à ▲♦❝❋❛✉❧ts✱ ❇✉❣❆ss✐st ❝❛❧❝✉❧❡ t♦✉s ❧❡s ▼❈❙s✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼✲✸✼✷✵◗▼
✷✳✻✵ ●❍③ ❛✈❡❝ ✽ ●❖ ❞❡ ❘❆▼ ✻✹✲❜✐t ▲✐♥✉①✳ ▲♦❝❋❛✉❧ts ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ■❇▼ ❈P
❖P❚■▼■❩❊❘ ❛♥❞ ❈P▲❊❳ ✻✳
✺✳✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t s❛♥s ❝❛❧❝✉❧s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t t❡sté ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧
❇✉❣❆ss✐st s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t s❛♥s ❝❛❧❝✉❧s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❡s t❛❜❧❡s ✺✳✶✱ ✺✳✷✱ ✺✳✸ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ✿
✕ P♦✉r ▲♦❝❋❛✉❧ts✱ ❧❡s ❝❤✐✛r❡s s♦♥t ❧❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡s ♥✉♠ér♦s s♦✉❧✐❣♥és
s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝❤✐✛r❡s r♦✉❣❡s s♦♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❥❡❝té❡s q✉✐ ♦♥t été
tr♦✉✈é❡s ♣❛r ❧❡s ♦✉t✐❧s✳ P♦✉r ▲♦❝❋❛✉❧ts✱ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
à tr❛✈❡rs ❧❡ ❈❋●✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t s♦✐t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t
❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❚r✐t②♣❡❱✶ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ = 1 ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st
❞é✈✐é❡✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❧♦❝❛❧✐s❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 26 ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❡rr♦♥é❡✳ P✉✐s
✐❧ ❧♦❝❛❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 48 ❡t ❧♦❝❛❧✐s❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s 30 ♦✉ 25 q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉r 48✳
✕ P♦✉r ❇✉❣❆ss✐st ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✲
♣❧é♠❡♥ts ❞❡s ▼❙❙s ❝❛❧❝✉❧és✱ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ ❡st ♦♣éré❡ ♣❛r ❇✉❣❆ss✐st ❛✈❛♥t ❧✬❛❢✲
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Pr♦❣r❛♠s
▲♦❝❋❛✉❧ts ❇✉❣❆ss✐st
P
▲
P ▲
= 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ 3
❆❜s▼✐♥✉s❑❖ 0.706 0.021 0.022 0.025 0.026 0.02 0.03
❆❜s▼✐♥✉s❑❖✷ 0.692 0.029 0.042 0.042 0.035 0.02 0.06
❆❜s▼✐♥✉s❑❖✸ 0.693 0.021 0.042 0.037 0.038 0.02 0.03
❆❜s▼✐♥✉s❱✷❑❖ 0.678 0.023 0.02 0.022 0.023 0.01 0.02
❆❜s▼✐♥✉s❱✷❑❖✷ 0.691 0.026 0.028 0.029 0.029 0.01 0.04
▼✐♥♠❛①❑❖ 0.675 0.063 0.071 0.068 0.08 0.02 0.06
▼❛①♠✐♥✻✈❛r❑❖ 0.779 0.032 0.05 0.043 0.048 0.06 1.48
▼❛①♠✐♥✻✈❛r❑❖✷ 0.781 0.028 0.046 0.04 0.042 0.07 0.91
▼❛①♠✐♥✻✈❛r❑❖✸ 0.768 0.03 0.029 0.041 0.044 0.07 1.66
▼❛①♠✐♥✻✈❛r❑❖✹ 0.785 0.029 0.03 0.034 0.05 0.07 1.05
❚r✐t②♣❡❑❖ 0.722 0.023 0.067 0.114 0.157 0.02 0.42
❚r✐t②♣❡❑❖✷ 0.718 0.023 0.145 0.164 0.128 0.03 0.90
❚r✐t②♣❡❑❖✷❱✷ 0.704 0.024 0.093 0.093 0.092 0.02 0.74
❚r✐t②♣❡❑❖✸ 0.692 0.021 0.124 0.13 0.159 0.02 0.84
❚r✐t②♣❡❑❖✹ 0.722 0.023 0.063 0.073 0.099 0.02 0.30
❚r✐t②♣❡❑❖✺ 0.725 0.022 0.034 0.144 0.174 0.03 0.36
❚r✐t②♣❡❑❖✻ 0.724 0.022 0.032 0.132 0.146 0.02 0.30
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖ 0.726 0.025 0.059 0.063 0.074 0.03 0.85
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖❱✷ 0.73 0.064 0.16 0.145 0.157 0.03 1.69
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✷ 0.751 0.025 0.115 0.155 0.127 0.04 2.32
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✷❱✷ 0.73 0.025 0.121 0.13 0.122 0.04 1.98
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✸ 0.728 0.027 0.122 0.146 0.143 0.03 1.67
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✹ 0.727 0.025 0.117 0.124 0.102 0.04 1.12
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✺ 0.727 0.024 0.106 0.159 0.181 0.04 1.00
❚r✐P❡r✐♠❡tr❡❑❖✻ 0.74 0.024 0.096 0.156 0.178 0.03 0.80
❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳
❙✉r ❝❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐s
q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st✳
▲❛ t❛❜❧❡ ✺✳✹ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ P ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
t❡♠♣s ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡t L ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙s✳ P♦✉r ▲♦❝❋❛✉❧ts✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❏❛✈❛ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
s②♥t❛①❡ ❛❜str❛✐t❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❏❉❚ ✭❊❝❧✐♣s❡ ❏❛✈❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t♦♦❧s✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❋● ❞♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈✬❡st ❧❛
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❏❛✈❛ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✳ P♦✉r ❇✉❣❆ss✐st✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡st
❝❡❧✉✐ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❙❆❚✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts
❡t ❇✉❣❆ss✐st s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s
q✉❡ ❇✉❣❆ss✐st ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥❡
✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❇✉❣❆ss✐st
❡t ▲♦❝❋❛✉❧ts ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ✿
❇✉❣❆ss✐st ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
▼❛①❙❆❚✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐✲
♠❛❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ✧❡rr❡✉rs✧ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡ ✈♦♥t ♣❛s êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r ❇✉❣❆ss✐st
❝❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♥❡ ✜❣✉r❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ s♦✉s
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❍❡r♦♥❑❖✻ 0.746 0.048 0.115 0.176 0.179 0.07 5.03
❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡ ❡t ❍❡r♦♥ s♦♥t q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❚r✐t②♣❡ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❞❡s tr♦✐s ❝ôtés ❡t ❍❡r♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❍❡r♦♥ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❍❡r♦♥ ✿
√
s(s− i)(s− j)(s− k) ♦ù s = (i + j + k)/2✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r r❡♥✈♦②é❡ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡
❡st ✐s♦❝è❧❡ ❡t i == j✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡t♦✉r♥é❡ ❡st s(s − i)(s − i)(s − k) ❡t s✐ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡
❡st éq✉✐❧❛tér❛❧✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡t♦✉r♥é❡ ❡st (3× i4)/16✳ P♦✉r ✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡✲
t♦✉r♥é❡ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❝♦♠♠❡
♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ✭s✮ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳
▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t très ❝♦✉rts ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s
✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡ ❡t ❍❡r♦♥✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✺✳✽ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ♣♦✉r ❝❡s
❞❡✉① ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ P r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s ❛✉tr❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡
❇✉❣❆ss✐st s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s✳
❙✉r ❝❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ✐❞❡♥t✐✜é❡s
♣❛r ❇✉❣❆ss✐st ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s
s✉s♣❡❝t❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts✳
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✾✾
✺✳✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❚❈❆❙
Pr♦❣ ◆❜❴❊ ◆❜❴❈❊
▲❋
❇❆
≤ 1 ≤ 2 ≤ 3
❱✶ ✶ ✶✸✶ ✶✸✶ ✶✸✶ ✶✸✶ ✶✸✶
❱✷ ✷ ✻✼ ✻✼ ✻✼ ✻✼ ✻✼
❱✸ ✶ ✷✸ ✷✸ ✷✸ ✷✸ ✶✸
❱✹ ✶ ✷✵ ✹ ✹ ✹ ✷✵
❱✺ ✶ ✶✵ ✾ ✾ ✾ ✶✵
❱✻ ✶ ✶✷ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✷
❱✼ ✶ ✸✻ ✸✻ ✸✻ ✸✻ ✸✻
❱✽ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶
❱✾ ✶ ✼ ✼ ✼ ✼ ✼
❱✶✵ ✷ ✶✹ ✶✷ ✶✷ ✶✷ ✶✹
❱✶✶ ✷ ✶✹ ✶✷ ✶✷ ✶✷ ✶✹
❱✶✷ ✶ ✼✵ ✹✺ ✹✺ ✹✺ ✹✽
❱✶✸ ✶ ✹ ✹ ✹ ✹ ✹
❱✶✹ ✶ ✺✵ ✺✵ ✺✵ ✺✵ ✺✵
❱✶✻ ✶ ✼✵ ✼✵ ✼✵ ✼✵ ✼✵
❱✶✼ ✶ ✸✺ ✸✺ ✸✺ ✸✺ ✸✺
❱✶✽ ✶ ✷✾ ✷✽ ✷✽ ✷✽ ✷✾
❱✶✾ ✶ ✶✾ ✶✽ ✶✽ ✶✽ ✶✾
❱✷✵ ✶ ✶✽ ✶✽ ✶✽ ✶✽ ✶✽
❱✷✶ ✶ ✶✻ ✶✻ ✶✻ ✶✻ ✶✻
❱✷✷ ✶ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✶
❱✷✸ ✶ ✹✶ ✹✶ ✹✶ ✹✶ ✹✶
❱✷✹ ✶ ✼ ✼ ✼ ✼ ✼
❱✷✺ ✶ ✸ ✷ ✷ ✷ ✸
❱✷✻ ✶ ✶✶ ✼ ✼ ✼ ✶✶
❱✷✼ ✶ ✶✵ ✾ ✾ ✾ ✶✵
❱✷✽ ✶ ✼✺ ✼✹ ✼✹ ✼✹ ✺✽
❱✷✾ ✶ ✶✽ ✶✼ ✶✼ ✶✼ ✶✹
❱✸✵ ✶ ✺✼ ✺✼ ✺✼ ✺✼ ✺✼
❱✸✹ ✶ ✼✼ ✼✼ ✼✼ ✼✼ ✼✼
❱✸✺ ✶ ✼✺ ✼✹ ✼✹ ✼✹ ✺✽
❱✸✻ ✶ ✶✷✷ ✶✷✵ ✶✷✵ ✶✷✵ ✶✷✷
❱✸✼ ✶ ✾✹ ✷✶ ✷✷ ✷✷ ✾✹
❱✸✾ ✶ ✸ ✷ ✷ ✷ ✸
❱✹✵ ✷ ✶✷✷ ✵ ✼✷ ✼✷ ✶✷✷
❱✹✶ ✶ ✷✵ ✶✻ ✶✻ ✶✻ ✷✵
❚❛❜❧❡ ✺✳✾ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❧♦❝❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❚❈❆❙✳
✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
▲❛ t❛❜❧❡ ✺✳✾ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❚❈❆❙✳ ▲❛
❝♦❧♦♥♥❡ Nb❴E ✐♥❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs q✉✐ ♦♥t été
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ Nb❴CE ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s LF ❡t BA ✐♥❞✐q✉❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t ❇✉❣❆ss✐st ♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
❡rr♦♥é❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ▲♦❝❋❛✉❧ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥
❛✉ ♣❧✉s ❀ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❱✹✶ ♦ù ❞❡✉① ❞é✈✐❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r ❇✉❣❆ss✐st ❡st
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s✲
♣❡❝t❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts ♠❛✐s ❇✉❣❆ss✐st ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞✬❡rr❡✉rs q✉❡
▲♦❝❋❛✉❧ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✣❝❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ▼❈❙s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡
q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✬❡rr❡✉rs s✉s♣❡❝t❡s s✐❣♥❛❧é❡s ♣❛r ❇✉❣❆ss✐st✳
❊♥ t♦✉t✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ❡t ▲♦❝❋❛✉❧ts s♦♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s
❡t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣♦✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡
✐♥str✉❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳
✺✳✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s
❡t ✉t✐❧❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ❞ét❡❝té✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❢♦✉r♥✐s
♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r
❇✉❣❆ss✐st✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ✢✉①✱ ❡❧❧❡ ❣é♥èr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥✲
str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ❊❧❧❡ tr♦✉✈❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t r❛♣♣♦rt❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✐❞❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r à tr♦✉✈❡r ❧❡ ❜✉❣✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ q✉✬✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❇✉❣❆ss✐st q✉✐ ❢✉s✐♦♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ❞❛♥s
✉♥ s❡✉❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
P♦✉r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❚r✐▼✉❧tP❡r✐♠❡tr❡ ❡t ❍❡r♦♥✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❢♦✉r♥✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
◆♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❚❈❆❙ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts s❡
❝♦♠♣❛r❡ très ❢❛✈♦r❛❜❧❡♠❡♥t à ❇✉❣❆ss✐st ♣♦✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té à ❙❆❚✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❜♦♥ ♠♦②❡♥✱ s✐♠♣❧❡
❡t ❡✣❝❛❝❡✱ ♣♦✉r ♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
✺✳✹✳✼ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡s
❈❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s s❡r✈❡♥t à ♠❡s✉r❡r ❧✬❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❇✉❣❆ss✐st ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✵✶
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ b✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s tr♦✐s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡s ✿ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt✱
❙✉♠ ❡t ❙q✉❛r❡❘♦♦t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✈♦q✉é ❧❡ ❜✉❣ ❖✛✲❜②✲♦♥❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥✳ ▲❡ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡st ❝réé ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡
b✳ b ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛✉ss✐ ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s ♣♦✉r ▲♦❝❋❛✉❧ts ❞❡ 0 à
3✳ b′ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❈P❇P❱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡ ❈❋● ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡st ❞é♣❧✐é b′ ❢♦✐s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
b ❢♦✐s✱ ❝❛r ❧✬♦✉t✐❧ ❈P❇P❱ ♥❡ ❞é♣❧✐❡ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r s♦rt✐r ❞❡
❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡st ❡①é❝✉té ❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❡st é❣❛❧ à b✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ s♦❧✈❡✉r ▼■P ❞❡ ❈P▲❊❳ ♣♦✉r ❇✉❜❜❧❡❙♦rt✳ P♦✉r ❙✉♠ ❡t
❙q✉❛r❡❘♦♦t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❈P▲❊❳ ✭❈P ❡t ▼■P✮
❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ❈❙P ❝♦♥str✉✐t✳ ◗✉❛♥❞
▲♦❝❋❛✉❧ts ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ✼ ❡t ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙s✱ ✐❧
♣r❡♥❞ ❧❡ ❜♦♥ s♦❧✈❡✉r s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ❈❙P q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ✿ s✬✐❧ ❡st ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈P ❖P❚■▼■❩❊❘ ❀ s✐♥♦♥✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ▼■P✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s P ❡t L ❛✣❝❤❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♣ré✲
tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙s✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙s✳
✼✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ❡st ❝❡❧✉✐ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡s ▼❈❙s✳
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✺✳✹✳✼✳✶ ▲❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt
Pr♦❣r❛♠s ❜ ❜✬
▲♦❝❋❛✉❧ts ❇✉❣❆ss✐st
P
▲
P ▲
= 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ 3
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✵ 4 2 1.268 0.561 0.553 0.508 0.948 0.34 55.27
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶ 5 3 0.781 0.597 0.627 0.762 1.331 0.22 125.40
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✷ 6 4 0.764 1.461 1.496 1.75 4.118 0.41 277.14
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✸ 7 5 0.774 0.813 0.852 1.468 12.67 0.53 612.79
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✹ 8 6 0.838 4.787 4.911 6.01 116.347 1.17 1074.67
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✺ 9 7 0.837 14.234 14.228 16.753 492.178 1.24 1665.62
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✻ 10 8 0.866 27.389 27.608 33.573 2078.445 1.53 2754.68
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✼ 11 9 0.876 56.008 62.198 69.591 4916.434 3.94 7662.90
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✽ 12 10 0.95 126.439 126.233 157.238 ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✾ 13 11 0.917 235.282 244.805 282.796 ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✵ 14 12 0.91 363.627 360.651 500.626 ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✶ 15 13 0.969 437.994 438.549 715.594 ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✷ 16 14 0.976 591.28 621.072 971.357 ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✸ 17 15 1.019 737.541 739.541 1726.373 ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✹ 18 16 1.038 954.475 1023.731 2197.53 ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✺ 19 17 1.078 1230.099 1305.219 3477.862 ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✻ 20 18 3.124 3647.636 4495.171 ✴ ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✼ 21 19 2.458 4698.388 4316.524 ✴ ✴ ✴ ✴
❇✉❜❜❧❡❙♦rt❱✶✽ 22 20 2.667 6580.013 6669.919 ✴ ✴ ✴ ✴
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✕ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt
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▲♦❝❋❛✉❧ts ✭= 0✮
▲♦❝❋❛✉❧ts ✭≤ 1✮
▲♦❝❋❛✉❧ts ✭≤ 2✮
▲♦❝❋❛✉❧ts ✭≤ 3✮
❇✉❣❆ss✐st
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡
▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ♣♦✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡♥ ❞é♣❧✐❛♥t ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳
✺✳✹✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✵✸
❉❈▼s ▼❈❙s
∅ {5}✱{6}✱{9 : 1.11}✱ {9 : 2.11}✱{9 : 3.11}✱
{9 : 4.11}✱{9 : 5.11}✱{9 : 6.11}✱{9 : 7.11}✱{13}
{9 : 7}
{5}✱{6}✱{7}✱{9 : 1.10}✱{9 : 2.10}✱{9 : 3.10}✱
{9 : 4.10}✱{9 : 5.10}✱ {9 : 6.10}✱{9 : 1.11}✱
{9 : 2.11}✱{9 : 3.11}✱{9 : 4.11}✱{9 : 5.11}✱ {9 : 6.11}
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✶ ✕ ▼❈❉ ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❉❡✈✐❛t✐♦♥✮ ❡t ▼❈❙s ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❙q✉❛r❡❘♦♦t✳
▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t ❇✉❣❆ss✐st ♣♦✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt s♦♥t
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✺✳✶✵✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡s
❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸✳
▲❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ♣♦✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝r♦ît ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡s ❀ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st s♦♥t t♦✉❥♦✉rs
❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❇✉❣❆ss✐st ❡st ✐♥❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ✭❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s 3✱ 2✱ 1 ❡t 0 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s✮
r❡st❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞é♣❧✐❛❣❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉q✉❡❧
❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ❞❡✈✐❡♥t ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡
▲♦❝❋❛✉❧ts✳ ❈❡❧✉✐ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s 3 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à
❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s 2 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s q✉✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❧✉✐ ❛✉ss✐ à
❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s 1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✈❡❝
❛✉ ♣❧✉s 1 ❡t 0 ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é✈✐é❡ s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❧❡s ♠ê♠❡s✳
✺✳✹✳✼✳✷ ▲❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❙q✉❛r❡❘♦♦t ❡t ❙✉♠
❆✈❡❝ ✉♥ ❞é♣❧✐❛❣❡ é❣❛❧ à ✺✵✱ ❇✉❣❆ss✐st ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
s✉s♣❡❝t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ {9, 10, 11, 13}✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st 36, 16s ❡t ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡st 0, 12s✳
▲♦❝❋❛✉❧ts ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉s♣❡❝t❡ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s s♦♥ ❡♠♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡t
❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ♠❡♥❛♥t à ❝❡tt❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ 9 : 2.11 ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ 11 ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st
❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛rrêt ❡st 9 ❡t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✬✐tér❛t✐♦♥
❡st 2✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦✉♣ç♦♥♥és ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✺✳✶✶✳
▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡st 0, 769s✳ ▲❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉
❈❋● ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙ ❡st 1, 299s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡t
❇✉❣❆ss✐st ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ val ❛❧❧❛♥t ❞❡ 10 à 100 ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ b ❡♠♣❧♦②é ❡♥
❧❛♥ç❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❡st é❣❛❧ à val✮✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
Pr♦❣r❛♠s ❜ ❜✬
▲♦❝❋❛✉❧ts ❇✉❣❆ss✐st
P
▲
P ▲
= 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ 3
❱✵ 10 3 1.096 1.737 2.098 2.113 2.066 0.05 3.51
❱✶✵ 20 4 0.724 0.974 1.131 1.117 1.099 0.05 6.54
❱✷✵ 30 5 0.771 1.048 1.16 1.171 1.223 0.08 12.32
❱✸✵ 40 6 0.765 1.048 1.248 1.266 1.28 0.09 23.35
❱✹✵ 50 7 0.769 1.089 1.271 1.291 1.299 0.12 36.16
❱✺✵ 60 8 0.741 1.041 1.251 1.265 1.281 0.14 38.22
❱✼✵ 80 10 0.769 1.114 1.407 1.424 1.386 0.19 57.09
❱✽✵ 90 11 0.744 1.085 1.454 1.393 1.505 0.22 64.94
❱✾✵ 100 12 0.791 1.168 1.605 1.616 1.613 0.24 80.81
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✷ ✕ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❙q✉❛r❡❘♦♦t
Pr♦❣r❛♠s ❜ ❜✬
▲♦❝❋❛✉❧ts ❇✉❣❆ss✐st
P
▲
P ▲
= 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ 3
❱✵ 6 5 0.765 0.427 0.766 0.547 0.608 0.04 2.19
❱✶✵ 16 15 0.9 0.785 1.731 1.845 1.615 0.08 17.88
❱✷✵ 26 25 1.11 1.449 7.27 7.264 6.34 0.12 53.85
❱✸✵ 36 35 1.255 0.389 8.727 4.89 4.103 0.13 108.31
❱✹✵ 46 45 1.052 0.129 5.258 5.746 13.558 0.23 206.77
❱✺✵ 56 55 1.06 0.163 7.328 6.891 6.781 0.22 341.41
❱✻✵ 66 65 1.588 0.235 13.998 13.343 14.698 0.36 593.82
❱✼✵ 76 75 0.82 0.141 10.066 9.453 10.531 0.24 455.76
❱✽✵ 86 85 0.789 0.141 13.03 12.643 12.843 0.24 548.83
❱✾✵ 96 95 0.803 0.157 34.994 28.939 18.141 0.31 785.64
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✸ ✕ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❙✉♠
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▲♦❝❋❛✉❧ts ✭≤ 3✮
❇✉❣❆ss✐st
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts❱✷ ❛✈❡❝
❛✉ ♣❧✉s 3 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s ❡t ❞❡
❇✉❣❆ss✐st ♣♦✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❙q✉❛r❡✲
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▲♦❝❋❛✉❧ts ✭≤ 3✮
❇✉❣❆ss✐st
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts❱✷
❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s 3 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s
❡t ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ♣♦✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❙✉♠✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡♥ ❞é♣❧✐❛♥t ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳
✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✵✺
▲❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❙q✉❛r❡❘♦♦t ❡t ❙✉♠ s♦♥t ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✺✳✶✷ ❡t ✺✳✶✸✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ss✐♥é ❛✉ss✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✈♦✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ❡t ✺✳✶✺✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st ❝r♦ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❀ ❧❡s t❡♠♣s
❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s 0✱ 1 ❡t
2 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✈✐é❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s 3 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞é✈✐é❡s✳
✺✳✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦s rés✉❧t❛ts✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡s✱ ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✲
✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r
❧❡s ✢♦ts à ♠❛✐♥t❡♥✐r s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢❛❝❡ à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❇✉❣❆ss✐st✱ s✐ ♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✐♠✲
✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♣❡✉t ❡♠♣ê❝❤❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❇✉❣❆ss✐st ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ▼❈❙s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬ét❛t
❞❡ ❝❡tt❡ tr❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡①t❡
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❬❊♠❡rs♦♥ ✷✵✵✽❪✳ P♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♣r♦✜t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❋● ❞é♣❧✐é ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❡t✐ts ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥✲
str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ét❛♥t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✐❞❡♥t✐✜é✳ ❙✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ ❇✉❜❜❧❡❙♦rt q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s✱ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
bcond ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s✮✱ ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts r❡st❡r❛ ♣❡t✐t ✭♠ê♠❡
s✬✐❧ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❧✐❛❣❡✮ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s rés♦✉❞r❡
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❇✉❣❆ss✐st ❡st ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✿ ❧❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st s♦♥t ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡s ❡t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
❈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❇✉❣❆ss✐st ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡ q✉✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❜♦♦❧é❡♥✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✣❝❤és ♣❛r ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ s♦♥t ♣❧✉s ❡①✲
♣❧✐❝❛t✐❢s ❡t ❡①♣r❡ss✐❢s q✉❡ ❝❡✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❇✉❣❆ss✐st✱ q✉✐ ❢✉s✐♦♥♥❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
s✉s♣❡❝t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs
❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ P♦✉r ❝❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ❡✣✲
❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✧❘✐❡♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❡✉r à ♠♦♥ ❝÷✉r ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ à
✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡✳✧ ✕ ●❡r❛❧❞ ❏❛② ❙✉ss♠❛♥
❙♦♠♠❛✐r❡
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✻✳✷✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❯❙s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✻✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡s
✢♦tt❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✻✳✷✳✸ ▼❡s✉r❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✻✳✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡✱ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❇▼❈✱ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡r✲
r❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✻✳✷✳✺ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣r♦❞✉✐t❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❙♦✉✈❡♥t✱
❧❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❧♦♥❣s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❡t
❡♥ ❡✛♦rt✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥tés✳
❉❛♥s ♠❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ▲♦❝❋❛✉❧ts✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❢♦✉r✲
♥✐t ✉♥❡ ❛ss✐st❛♥❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❇♦✉♥❞❡❞ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❝❛s ❞✬❡rr❡✉r
✭✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✮✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡①♣❧♦r❡ ❧❡ ❈❋● ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t
❝♦❧❧❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✿ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ❡st
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❞❡t❡❝té✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ✐s♦❧❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ▼❈❙s ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙✉❜s❡ts✮ ❞✬✉♥❡
t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❈❙P q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ s✉s♣✐✲
❝✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
s✉r ❧❡ ❈❋● ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧
❡♥t❛♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡rr♦♥és ❡♥ ❞é✲
✈✐❛♥t ❛✉ ♣❧✉s bcond ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳
❙✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ rés✉❧t❛♥t s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❛♣rès ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ ❝♦♥tr❡❞✐t ♣❧✉s ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✮
✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ▼❈❙s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é✈✐é❡ ❀ s✐♥♦♥✱
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st r❡❥❡té✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s✱ ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞✐✛ér❡♥ts s♦❧✈❡✉rs
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ❢❛✐r❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦rs
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❧❡ ♠✐❡✉① ♣❡r❢♦r♠é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ t②♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞ét❡❝té ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡t ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r
▲✐✣t♦♥ ❡t ❙❛❦❛❧❧❛❤ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t❡st❡r ♣❛r
❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré♣été❡s ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥✲
tr❡r s❛ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❇✉❣❆ss✐st✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❡t ré❛❧✐st❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐
❝♦♠♣❛ré ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❇✉❣❆ss✐st s✉r ❝❡s ❡♥s❡♠✲
❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧✱
❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❇✉❣❆ss✐st s✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s
♥✉♠ér✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧
❡t ❇✉❣❆ss✐st s✉r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡s ❡t s❛♥s ❝❛❧❝✉❧s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳
■❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❧♦❝❛❧✐s❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❇✉❣❆ss✐st ❧❡s
❡rr❡✉rs ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs ❡st ♣❧✉s ❛✐sé❡ ❛✈❡❝ ▲♦❝❋❛✉❧ts q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉s♣❡❝t❡s ❞❛♥s
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s sé♣❛rés✳ ❇✉❣❆ss✐st ❢♦✉r♥✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥ s❡✉❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ r❛ss❡♠❜❧❡
t♦✉t❡s ❧❡s ▼❈❙s ❝❛❧❝✉❧és✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❢♦✉r♥✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r✐t②♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✉r ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ rés✉❧t❛t à ❧❛ ❢♦✐s
❞❡ q✉❛❧✐té ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❇✉❣❆s✐sst ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r
▼❛①❙❆❚ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ▼❈❙s✮ ❡st ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝♦♥♥✉ ❚❈❆❙ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✺✮ q✉✐
✻✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✶✶
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❡st ❛✉ss✐
✉♥ ❜♦♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❝❛r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s s♦♥t
très ♣r♦❝❤❡s s✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❇✉❣❆ss✐st s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡s ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✼✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t r❡st❡r ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞é♣❧✐❛❣❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s ❇✉❜❜❧❡❙♦rt ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✲
♣❧✐❛❣❡ ❛✉q✉❡❧ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈✐❡♥t ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❇✉❣❆ss✐st s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s
q✉❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 3✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❙✉♠ ❡t
❙q✉❛r❡❘♦♦t ❧❡s t❡♠♣s s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❝♦♥st❛♥ts ❡t ❝♦✉rts ❀ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❇✉❣❆ss✐st✱
✐❧s ❝r♦✐ss❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❇✉❣❆ss✐st ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ tr❛❞✉✐s❛♥t t♦✉t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❧✬❛ss❡r✲
t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡rr♦♥é❡s✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ▼❈❙s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲✬♦✉t✐❧ ❇✉❣❆ss✐st
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥té ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ▼❈❙s ❝❛❧❝✉❧és ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝❡❝✐
❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ◆♦tr❡ ♦✉t✐❧ ❛✣❝❤❡
❧❡s ▼❈❙s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦rr✐❣❡♥t
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ très ✉t✐❧❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❝♦rr✐❣❡r
❧❡s ❜✉❣s ❞❛♥s s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❈❙s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥str✉✐t❡
❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ▼❛①❙❆❚✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉r❛♥t ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❝♦rr✐❣❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s
s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ♥♦s rés✉❧✲
t❛ts s✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜♦✉❝❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭✈♦✐r ♥♦s ♣r❡♠✐❡rs ré✲
s✉❧t❛ts ❞❛♥s ❬❇❡❦❦♦✉❝❤❡ ✷✵✶✺❛❪✮✳ ◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡ ▲♦❝❋❛✉❧ts ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❚❛r❛♥✲
t✉❧❛ ❬❏♦♥❡s ✷✵✵✺✱ ❏♦♥❡s ✷✵✵✷❪✱ ❖❝❤✐❛✐ ❬❆❜r❡✉ ✷✵✵✼❪✱ ❆▼P▲❊ ❬❆❜r❡✉ ✷✵✵✼❪✱ P✐♥✲
♣♦✐♥t ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✷❪✳ ❯s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r
❡①♣ér✐♠❡♥té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t s✉r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❜✉❣ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡
❡①♣❧♦ré❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ❬❲♦♥❣ ✷✵✶✵❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
s✉s♣❡❝ts ❧✬✉♥ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡ ✿ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t❡✉r ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✈✐é❡s✳ ■❧ s❡r❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t
❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ■■❙s✴▼❯❙s ❝❛r ✐❧s ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✻✳✷✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❯❙s
▲❡s r❛✐s♦♥s ❞✬✉♥ ❈❙P ét❛♥t s✉r✲❝♦♥tr❛✐♥t s♦♥t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧s
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❧❡s ▼❯❙s✴■■❙s✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞✬❡rr❡✉rs ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r
t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡s ♠✐♥✐♠❡s ✭▼❯❙s✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ✉♥ ▼❯❙ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦②❛✉ ✐♥✲
❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❞♦♥❝ ❢♦r❝é♠❡♥t q✉✬✐❧ ❞♦✐t ❝♦✉✈r✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs✳ P♦✉r r❡st❛✉r❡r ❧❛
s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❈❙P✱ ✐❧ ❢❛✉t ré♣❛r❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ▼❯❙s✳ P♦✉r ❛✐❞❡r à ♠✐❡✉①
❡①♣❧✐q✉❡r ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❯❙s
s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡rr♦♥és ❞ét❡❝tés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ▼❈❙s tr♦✉✈és ♣❛r ▲♦❝❋❛✉❧ts✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ♦✉t✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r✱ ❆❞❞✐t✐✈❡
▼❡t❤♦❞ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ◗✉✐❝❦❳♣❧❛✐♥✳ ▼❛✐s✱ ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ■■❙s✴▼❯❙s✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡①♣♦rt❡r
❡t ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ■■❙s✴▼❯❙s ❝✐tés ❞❛♥s
♥♦tr❡ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❆❆ ❬❇❛✐❧❡② ✷✵✵✺❪ ♦✉
▼❆❘❈❖ ❬▲✐✣t♦♥ ✷✵✶✸❪✳
✻✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧ s✉r
❧❡s ✢♦tt❛♥ts
❉❛♥s ✉♥❡ s♦❝✐été ♦ù ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s ♥❡ ❝❡ss❡ ❞❡ ❣r❛♥❞✐r
❡t ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❡♥ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♠❛❥❡✉r✳ ❈✬❡st ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❜❛sé s✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s à ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡ q✉✐ ❛ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛ss❡③ ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧s ❬●♦❧❞❜❡r❣ ✶✾✾✶✱ ▼♦♥♥✐❛✉① ✷✵✵✽❪
❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡♠❜❛rq✉és✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥tré❡✱ ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✐é ❛✉① ré❡❧s ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢♦tt❛♥ts ❬●♦✉❜❛✉❧t ✷✵✶✸❪✳
❈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r
❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡
❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✐❝✐ ❡st ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❡s ✢♦tt❛♥ts✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳
■❧ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✢♦tt❛♥ts✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s❡r❛✐t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❙❆❚ ❝♦♠♠❡ ❇✉❣❆ss✐st✱ ♦✉ ❙◆■P❊❘ ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ▲▲❱▼✳
▲❡ ❞é✜ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❡①♣❡rts ❡♥ ✈✐r✲
❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡ ❬❉❡♠♠❡❧ ✷✵✶✹❪✳ ❈♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ✿ ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞✬❛rr♦♥❞✐ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛❝❝✉♠✉❧❡r tr♦♣ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s à ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡ q✉✐ ♣❡✉✲
✈❡♥t ❛❧❧❡r é❣❛rés ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s s✉❜t✐❧✐tés ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✢♦tt❛♥t❡✱ ❧❡ ❞é❜♦r❞❡♠❡♥t✱
✻✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✶✸
❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡✱ ❡t❝ ❬❇❛✐❧❡② ✷✵✶✵❪✳
❊①❡♠♣❧❡ ❬❇❛❧❧❛r❞ ✷✵✶✵❪ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈ s✉✐✈❛♥t✳
✶ ★✐♥❝ ❧✉❞❡ ❁s t❞ ✐ ♦ ✳ ❤❃
✷ ✐♥ t ♠❛✐♥ ✭ ✮ ④
✸ ❞♦✉❜❧❡ ❛ ❂ ✶❡✶✼ ❀
✹ ❞♦✉❜❧❡ ❜ ❂ ✶ ❀
✺ ❞♦✉❜❧❡ ❝ ❂ ❛ ✰ ❜ ❀
✻ ❞♦✉❜❧❡ ❞ ❂ ❝ − ❛ ❀
✼ ♣ r ✐ ♥ t ❢ ✭ ✧ ❂❃ t♦ t ❛ ❧ ❡ r r ♦ r ✿ ✪✶✳✶✻ ❡❭♥✧ ✱ ❢❛❜s ✭✶✳✵−❞✮ ✮ ❀
✽ r❡ t✉r♥ ✵ ❀
✾ ⑥
❊♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r 1e17 + 1 ❝♦♠♠❡ 1e17 ❡t ♣✉✐s
❞♦♥♥❡r à d ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0✳ ❊♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡①❛❝t❡ ✭♦✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡✲❞♦✉❜❧❡✮✱ d
❡st é❣❛❧ à b✱ ♦✉ 1✳ ▲✬❡rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t à ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ c = a + b✱ ❡t ❞❡✉①
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞♦✐t
êtr❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ c ❞♦✐t êtr❡ st♦❝❦é ❝♦♠♠❡ ✉♥
❞♦✉❜❧❡✲❞♦✉❜❧❡ ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
✻✳✷✳✸ ▼❡s✉r❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ s✉s♣✐✲
❝✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ❞ét❡❝té✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛✐❞❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❜✉❣s ❞❛♥s s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✳
P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❡r ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡
♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ✶
❬❙❤❛♣❧❡② ✶✾✺✷✱ ❍✉♥t❡r ✷✵✵✻❪ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❬❍✉♥t❡r ✷✵✵✽❪✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❡t ∪MUS(C) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ▼❯❙❡s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s C✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ∈ C✳ ❉❡s ❢♦r♠❡s
s✐♠♣❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✭♥♦té❡ ▼■❱✭▼✐♥■♥❝ ■♥❝♦♥s✐st❡♥❝②
❱❛❧✉❡✮✮ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❬❍✉♥t❡r ✷✵✵✽❪ ✿
✕ MIVD✭C✱c✮❂
{
1 s✐ ∃ mus ∈ ∪MUS (C) | c ∈ mus
0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡
✕ MIVcard✭C✱c✮❂|{mus ∈ ∪MUS(C) | c ∈ mus}|
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ MIVD ♠❡s✉r❡ ❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡✲
♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ✉♥ ▼❯❙✱ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❛♣✲
♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st 1✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
♣❛s à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st 0✮ ❀ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ▼❯❙ ✿ ❡❧❧❡s
✶✳ ❤tt♣✿✴✴❢r✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴▲❧♦②❞❴❙❤❛♣❧❡②
✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
♦♥t t♦✉t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té 1✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ MIVcard ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
▼❯❙s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s
✉♥ ▼❯❙ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ▼❯❙ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té k ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥ ❞❡❣ré
❞✬✐♥❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ▼❯❙ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té
✐♥❢ér✐❡✉r à k✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞❡s ▼❯❙s ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ MIVcard✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❬❍✉♥t❡r ✷✵✵✽❪ ✿
✕ MIVC✭C✱c✮ ❂
∑
mus ∈ ∪MUS(C) | c ∈ mus
1
|mus|
✻✳✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡✱ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❇▼❈✱ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs
■❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥ t❡st✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✉ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❡t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ✭✈♦✐r❡ ❛✉❝✉♥❡✮ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✳ P♦✉r ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ q✉❛❧✲
✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✣❝❤és à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ♣ré✈♦②♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡ t❡st ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❇▼❈ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡s ✭▼❈❙s✮ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❈❋●
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛ ❜❛s❡ ❞❡ t❡sts ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❚❛r❛♥t✉❧❛ ❬❏♦♥❡s ✷✵✵✶✱ ❏♦♥❡s ✷✵✵✷✱ ❏♦♥❡s ✷✵✵✺❪✮ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡
❞❡❣ré ❞❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ t❡sts✳
✻✳✷✳✺ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✱ ❙❱▼✮✮ ❡st ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦✉ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❡t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s❛❣❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ s✐ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦♥♥é s♦♥t s✉s♣❡❝t❡s
♦✉ ♥♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣ré♣❛r♦♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❧❡s ❝❛s ❞❡ t❡sts ❡rr♦♥és ❡t ré✉s✲
s✐s✮ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞✉ ❈❋● ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦✉t✐❧ ❈P❇P❱ ❬❈♦❧❧❛✈✐③③❛ ✷✵✶✵❪ s✉r ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✭✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉s♣❡❝t❡ ♦✉ ♥♦♥✮✳ P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈✐t♦♥s✱ à
t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❲♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❲♦♥❣ ✷✵✵✾❜❪ q✉✐ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉rs ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❇P ♣♦✉r ❇❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✮
❞❡ rés❡❛✉ ♥❡✉r♦♥❛❧✳
❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✷✳✶ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✷ ◗✉✐❝❦s♦rt ❛✈❡❝ ❜✉❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✸ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡st✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✸✳✶ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ ❝✐♥q ▼❯❙s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✸✳✷ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
{A,B,C,D,E, F} ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {B,F,D}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✸✳✸ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
{A,B,C,D,E, F} ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {B,F,D}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✸✳✹ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❆❞❞✐t✐✈❡✲❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s {A,B,C,D,E, F} ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡✉❧ ■■❙ {A,B,D}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✸✳✺ ▲❛ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆ ✭✈♦✐r ❛❧❣✳ ✽✮ ♣♦✉r B = ∅
❡t C = {A,B,C,D,E, F} ♦ù {B,F,D} ❡st ✉♥ ■■❙✴▼❯❙✳ ◗❳ ❡t
◗❳✬ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆ ❡t
◗❯■❈❑❳P▲❆■◆✬ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✸✳✻ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❉❡❧❡t✐♦♥ ❋✐❧t❡r✱ ❆❞❞✐t✐✈❡
▼❡t❤♦❞✱ ❆❞❞✐t✐✈❡✴❉❡❧❡t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ❡t ◗❯■❈❑❳P▲❆■◆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✸✳✼ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C = {C1, C2, C3, C4}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✽ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❝♦❧♦ré ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❙❆❚ ✭❝♦❧✲
♦rés ❡♥ ✈❡rt✮ ❡t ❯◆❙❆❚ ✭❝♦❧♦rés ❡♥ r♦✉❣❡✮ ❞❛♥s P (C)✱ ♦ù C =
{C1, C2, C3, C4}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✹✳✶ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✹✳✷ ▲❡ ❈❋● ❡t ❝❤❡♠✐♥ ❡rr♦♥é ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✹✳✸ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ✕ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❜s▼✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✹✳✹ ❋✐❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❞❡✉①
❞é✈✐❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s ✿ {1, 2, 3, 4, 7} ❡t {8, 9, 11, 12, 7}✱ ❡t ✉♥❡ ❛❜❛♥✲
❞♦♥♥é❡ ✿ {8, 13, 14, 15, 16, 7}✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧✼✧ ❛ ♣❡r✲
♠✐s ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ < 1, 2, 3, 4, 5, 6 >✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡
❝❤❡♠✐♥ < 1, 8, 9, 10, 11, 12, 7 >✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✺ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡t s♦♥ ❈❋● ♥♦r♠❛❧ ✭♥♦♥ ❞é♣❧✐é✮✳ ▲❛ ♣♦st❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❡st {∀ ✐♥t ❦; (k ≥ 0 ∧ k < tab.length); tab[k] ≥ min} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✶✶✻ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✹✳✻ ❋✐❣✉r❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ❈❋● ❡♥ ❢♦r♠❡ ❉❙❆ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❡♥ ❞é♣❧✐❛♥t s❛ ❜♦✉❝❧❡ 3
❢♦✐s✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ✭✐❧❧✉stré ❡♥ r♦✉❣❡✮ ❡t ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
s❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐❧❧✉stré❡ ❡♥ ✈❡rt✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
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✺✳✷ P♦rt✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✺✳✸ ▲❡ s✉✐t❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ▼❛①♠✐♥✻✈❛r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✺✳✹ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r✐t②♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✺✳✺ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r✐P❡r✐♠❡tr❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
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❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❇♦✉♥❞❡❞ ▼♦❞❡❧✲❈❤❡❝❦✐♥❣ ✭❇▼❈✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❈❙P✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❈❋● ✭❈♦♥tr♦❧ ❋❧♦✇
●r❛♣❤✮ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡rr♦♥é ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s
s✉s♣❡❝t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❛✉
♣❧✉s ❦ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡rr♦♥é❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s
❧❡s ▼❈❙s ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙❡ts✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❧✐♠✐té❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s✳
▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ▼❈❙s✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣é♥ér✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▲✐✣t♦♥ ❡t ❙❛❦❛❧❧❛❤ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été é✈❛❧✉é❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❡t ré❛❧✐st❡s✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✱ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ▲♦❝✲
❋❛✉❧ts✱ ❇✉❣❆ss✐st✱ ▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙✉❜s❡ts✱ ▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❇♦✉♥❞❡❞ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥t
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ t♦ ❛✐❞ ❢♦r ❡rr♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❆❜str❛❝t ✿
❆ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ tr❛❝❡ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❡rr♦♥❡♦✉s ♣r♦❣r❛♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①♣❧♦✐t t♦ ❧♦❝❛t❡ ❡rr♦rs ✐♥ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ■♥ ♠② t❤❡s✐s✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡rr♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s✱ ♥❛♠❡❞ ▲♦❝❋❛✉❧ts✱
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❇♦✉♥❞❡❞ ▼♦❞❡❧✲❈❤❡❝❦✐♥❣ ✭❇▼❈✮ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s✲
❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈❙P✮✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❈❋● ✭❈♦♥tr♦❧ ❋❧♦✇
●r❛♣❤✮ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✉❜s❡ts ♦❢ s✉s♣✐❝✐♦✉s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ♣❛t❤s ♦❢
❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛t ♠♦st ❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r♦♥❣✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▼❈❙s ✭▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙❡ts✮ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ s✐③❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
♣❛t❤s✳ ❘❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❣✐✈❡s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✉❜s❡t✱
✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▼❈❙s✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐✣t♦♥ ❛♥❞
❙❛❦❛❧❧❛❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝
♣r♦❣r❛♠s✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ❊rr♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ▲♦❝❋❛✉❧ts✱ ❇✉❣❆ss✐st✱
▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙✉❜s❡ts✱ ▼✐♥✐♠❛❧ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s✳
